Przykladowe zadania z matematyki
na poziomie rozszerzonym
wraz z rozwigzaniami

Zadanie 1. (0-1)

Funkcja okre$lona wzorem f (x) = |x —3| —4 dla wszystkich liczb rzeczywistych

nie ma miejsc zerowych.

ma doktadnie jedno miejsce zerowe.
ma doktadnie dwa miejsca zerowe.
ma wiecej niz dwa miejsca zerowe.

Sowmx

Rozwigzanie: C

Zadanie 2. (0-3)

3(1—m).

m

Niech m =log,, 7. Wykaz, ze log, 27 =

Rozwigzanie (I sposdb)

Zauwazmy, ze log,21= ! =i.
log,,7 m
Zatem
. 21 | 1—m
log, 27 =log, 3’ =3log, 3 =3log, = =3(log,21-log,7)=3| —-1|=3-——.
m m

To konczy dowdd.

Rozwigzanie (II sposob)
Zauwazamy, ze

3(1=m) =3(l—1J=3(log7 21-1)=3(log, 21-log, 7)=3log7%=10g7 3’ =log, 27,
m

m
co konczy dowad.

Zadanie 3. (0-2)

Oblicz najmniejsza liczbe naturalng n spetiajaca nier6wnos¢ 2n-10 20 1
3n+1 3] 30
Rozwigzanie
. . .y . 2n—-10 2| 1 . . .
Rozwigzujemy nieréwnos¢ il 31530 Przeksztatcamy jg w spos6b rownowazny:
n
3(2n-10)-2(3n+1)| 1
<,
33n+1) | 30
|32 |

13(3n+1) 30



2. _1

3(3n+1) 30°
3n+1>320,
n>106l.
3

W powyzszych przeksztatceniach dwukrotnie skorzystaliSmy z tego, ze 3(3n+1) >0,

Zatem najmniejsza liczbg naturalng speiniajaca podang nieréwnos¢ jest n=107.

Zadanie 4. (0-2)
Réwnanie x> +48x+2=0 ma dwa rozwigzania x;,x,. Liczba iz +L2 jest liczba
NI EY)
catkowita dodatnia. Znajdz te liczbe. Zakoduj cyfry setek, dziesigtek i jedno$ci
otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie
Korzystajgc ze wzorow Viete’a otrzymujemy: x, +x, =—48 oraz x,-x, =2.
b ) 2 2
R B (x,+x,) —2xx, _ (—48) -2-2
2 2 2 .2 2 2
X, Xy XX, (x-x,)

Nalezy zakodowac cyfry 5, 7, 5.

=575.

Zadanie 5. (0-2)

Wielomian W(x) =x"4+2x’ —5x" —6px+9 jest podzielny przez dwumian x—1. Oblicz p.

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku nieskonczonego rozwiniecia dziesietnego
otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie
W (x) jest podzielny przez x—1, zatem w(1)=0. W(l) =T7-6p.Stad p=1,166....
Nalezy zakodowac cyfry 1, 6, 6.

Uwaga
Nalezy zakodowa¢ cyfry otrzymanego wyniku, a nie wyniku przybliZonego, zatem cyfry
1,6,6,aniel, 6, 7.

Zadanie 6. (0-3)

Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba & (k +1)(k + 9)(k2 + 1) jest podzielna

przez 5.

Rozwigzanie
[loczyn jest podzielny przez 5, jezeli co najmniej jeden z czynnikow jest podzielny przez
5

Jezeli k =51 (1jestliczba catkowita), to pierwszy czynnik jest podzielny przez 5.



Jezeli k=5I+1, to czynnik (k+9)=5/+10=>5(/+2) jest podzielny przez 5.

Jezeli k =5[+2,to czynnik (k2 +1) =25 +20/+4+1= 5(512 +4l+1) jest podzielny przez
5.

Jezeli k = 51+3, to czynnik (k2 +1) =25 +30/+9+1= 5(512 +6+2) jest podzielny przez
5.

Jezeli k =51+4, to czynnik (k+1) :51+4+1:5(l+1) jest podzielny przez 5.

Zadanie 7. (0-2)
Udowodnij, ze jesli a>0 i b>0 oraz a+b=1,to ab S%.

Rozwigzanie (I sposob)
Korzystamy z nieréwno$ci miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng:

b 1
\/ab£a+ =—,
2 2

czyli
ab<—.

To konczy dowéd.

Rozwigzanie (Il sposob)

Z zalozenia mamy b =1-a. Przeksztatcamy nieréwnos¢ ab s% w sposOb rownowazny
a (1 - a) < 1 ,
4
) 1
a —-a+—20,
4

2
(a—lj >0.
2

Ta nier6wno$¢ jest prawdziwa. To konczy dowdd.

Rozwigzanie (III sposéb)

1
Oznaczmy: a = 5+ X, b= % —x.Wobwczas

co konczy dowad.

Zadanie 8. (0-5)

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych funkcja f okreslona wzorem
f(x) =(m2 —l)x2 —2(1—m)x+2

przyjmuje wartos$ci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej.



Rozwigzanie
Funkcja f(x)= (m2 —l)x2 —2(1—-m)x+2 w zaleznosci od parametru m jest liniowa lub

kwadratowa. Rozwazmy dwa przypadki:
1. Gdy m*>-1=0, to funkcja f jest liniowa.
1. Dla m=-1 funkcja ma wzoér f(x)=-4x+2,wiec m=-1 nie spetnia

warunkoéw zadania.
2. Dla m=1 funkcja ma wzér f(x)=2,wiec m=1 spelnia warunki zadania.

2. Gdy m’-1#0, to funkcja f jest kwadratowa. Funkcja kwadratowa przyjmuje
wartosci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej x, gdy parabola bedaca jej

wykresem lezy w catosci nad osig Ox. Funkcja f(x)= (m2 —l)x2 -2(1-m)x+2 mate

wtlasnos$¢, kiedy zachodzg warunki:
1. m*-1>0,
2. A<QO.

Pierwszy warunek jest spetniony dla m e (—o0,—1)U(1,+00).
Warunek A <0 jest spelniony, gdy
4(1-m)' -8(m* -1)<0,
(m=1)" =2(m-1)(m+1) <0,
(m—-1)(m—1-2m-2) <0,
(m—l)(—m—3) <0,
—(m—l)(m+3) <0,
me (—oo,—3) U(l, +oo)
Zatem funkcja kwadratowa przyjmuje wartosci dodatnie dla m € (—oo, —3) u(l, +oo)

Uwzgledniajgc oba przypadki, otrzymujemy m € (—oo, —3) U <1, + oo) .

Zadanie 9. (0-1)

) . —S5x ,
Granica lim — jest rowna

>3 x4+
A. —00
B. O
C. 6
D ~+00

Rozwigzanie : A

Zadanie 10. (0-2)
_~,3
Oblicz lim 2”—4_33’7
n% (1—4n)
Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego
wyniku.

Rozwigzanie



3
21 +3n "3(_2*'n2j 1
lim—2 2" i T~ _0,03125.

m =i
n—> (1—4}’1) n—> n3 (1_4)

Obliczamy granice

n

Poniewaz 1 0,03125, wiec nalezy zakodowac cyfry: 0, 3, 1.

Zadanie 11. (0-2)

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (an) o wyrazach dodatnich taki, ze ¢, :%,

a, = % Oblicz sume wszystkich wyrazow tego ciggu.

Rozwigzanie

Pierwszy wyraz i trzeci wyraz tego ciggu sa odpowiednio réwne: 01:%' a3:%.

4
Poniewaz a3=a1-q2, stad q2=&=§. Zatem q=_§ lub q:%. Wyrazy ciggu s3g

a
N 2 N 2 :
dodatnie, wiec g = 3 Poniewaz |q| = 3 1, wiec
3
G4 _ 4 339
l1-¢g 1_% 41 4
3

Suma S wszystkich wyrazow nieskoniczonego ciggu geometrycznego (an) o wyrazach

dodatnich jest rowna: S = %

Zadanie 12. (0-2)

2x* +15
2

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x)= dla wszystkich liczb rzeczywistych

x, takich ze x = —/6 i x = /6 . Oblicz warto$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x =1.
Zakoduj cyfre jednoSci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
obliczonego wyniku.

Rozwigzanie
Obliczamy pochodna:



' :(2x4+15)’(6—x2)—(2x4+15)(6—x2)' _
7 -

8y’ (6—x2)+2x(2x4 +15) B 2x(—2x4 + 24 +15)

(6—x2)2 (6—x2)2

()= 2(—2+221+15) 237 T4 46
(5) 25 25

b

Nalezy zakodowac cyfry: 2, 9, 6.

Zadanie 13. (0-3)

Dana jest funkcja f okre$lona wzorem f(x)=4x"-2x+1 dla wszystkich liczb

rzeczywistych. Uzasadnij, Ze prosta | o rGwnaniu 10x -y +9 =0 jest styczna do wykresu
funkcji f.

Rozwigzanie
Zapisujemy réwnanie prostej |l w postaci kierunkowej y =10x+9.

Wyznaczamy pochodng funkgji f: f’(x) =12x" 2.

Zauwazamy, ze dla x =—1 oraz dla x=1 pochodna funkgcji f ma warto$¢ 10 i réwna sie
wspo6tczynnikowi kierunkowemu prostej 1.

Obliczamy warto$¢ funkcji f w punkcie x=-1: f(—1)=—1 oraz w punkcie x=1:
f (1) =3.

Punkt o wspétrzednych (—1,—1) lezy na prostej I, natomiast punkt o wspétrzednych
(1,3) nie lezy na tej prostej. Zatem prosta o réwnaniu 10x—-y+9=0 jest styczna do

wykresu funkgiji f, co konczy dowdd.

Zadanie 14. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidtowe tréjkatne, w ktérych suma promienia
okregu opisanego na podstawie ostrostupa i wysokosci tego ostrostupa jest réwna 24.
Wyznacz promien okregu opisanego na podstawie tego z ostrostupéw, ktéry ma
najwieksza objetosc. Oblicz te objetosc.

Rozwigzanie

Oznaczamy:

A, B, C - wierzchotki podstawy ostrostupa.

S - wierzchotek ostrostupa.

0 - srodek okregu opisanego na podstawie ostrostupa.

Niech x = |AO| = |BO| = |CO| oznacza promien okregu opisanego na podstawie ostrostupa

oraz h= |SO| oznacza wysoko$¢ tego ostrostupa. Wowczas x+h=24.



|4B)-V3

Wysokos¢ AD w tréjkacie ABC jest réwna |AD|= . Zatem promien x okregu

opisanego na tréjkacie ABC (podstawie ostrostupa) jest rowny: x =

3x? \/g

stad |AB| = x\/§ . Wyznaczamy pole podstawy ostrostupa: P = .

2 |4B\3 _|4B]\3
3 2 3

4
Ponadto z réwnosci x+/=24 otrzymujemy h=24—-x, gdzie 0 <x <24.
2
Zatem objetoSC tego ostrostupa jest okreSlona wzorem: V=%-3x4\/§-(24—x), czyli

V3

V=—(-x"+24x7).
(o 24)
Nalezy obliczy¢, dla jakiego x spelniajgcego nier6wnosé¢ 0<x <24 funkcja V okreslona
3
wzorem V(x) =T(—x3 +24x2) przyjmuje wartoé¢ najwieksza.

Rozwazamy funkcje f (x) =—x" +24x” okre$lona dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznaczamy pochodna tej funkgji f : f’(x) = -3x" +48x.
Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x, =16, x, = 0. Ponadto:

e f'(x)<0 wkazdym z przedzialéw (—0,0) oraz (16,+),

e f'(x)>0 wprzedziale (0,16).
Zatem funkcja f jest malejgca w kazdym z przedziatéw (—oo,0> oraz <16, +oo) i rosngca
w przedziale <0,16>.

Poniewaz V(x)z\/gf(x) dla x€(0,24), wigc w przedziale x(0,24) funkcja V' (x) ma

4
ekstremum w tym samym punkcie, w ktérym funkcja f (x) Stad wynika, ze w punkcie

x =16 funkcja V przyjmuje warto$¢ najwieksza.
Objeto$¢ ostrostupa jest rowna: V =g(—163 +24-162) =5124/3.

Objeto$¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest najwieksza i réwna V = 51243, gdy
promien okregu opisanego na podstawie jest réwny 16.

Zadanie 15. (0-7)

Rozwazamy wszystkie prostokaty, ktorych dwa wierzchotki lezg na odcinku AB, gdzie
A=(-14) i B=(L4), a pozostate dwa na paraboli o réwnaniu y=2x"+2 (zobacz

rysunek). Wyznacz wymiary tego z prostokatoéw, ktéory ma najwieksze pole. Oblicz to
pole.



Yy

y=2.7:2+2

Rozwigzanie
Niech punkty C i D lezg na paraboli y =2x*+2, a punkty E i F lezg na odcinku AB (zob.

rysunek). Oznaczmy przez x odlegto$¢ punktu D od osi Oy.

A
Yy

T6
y=2mx>+42
T5
F E
A 4 B
T3
C D

v




Woéwczas punkt D ma wspotrzedne D= (x, 2x° +2), punkt C ma wspoétrzedne
C= (—x,2x2 +2). Punkty E i F lezg na prostej o rownaniu y = 4, zatem ich wspoétrzedne
sarowne: E=(x,4) i F=(-x.4).

Wyznaczamy dtugosci bokéw CD i DE prostokata CDEF:
|CD|=2x oraz |DE|=2-2x" dla 0<x<]1.

Zatem pole prostokata CDEF jest okre$lone wzorem: P(x)=2x- (2 —-2x° ), czyli
P(x)=—4x3 +4x dla O<x<I.

Rozwazamy funkcje f (x) = —4x” +4x okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznaczamy pochodna tej funkeji f: f'(x)=-12x"+4.

Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: , — */3, X __ﬁ.
'3

Ponadto:
o f'(x) <0 w kazdym z przedziatow (_w’_ﬁJ oraz (£,+w}

>

3 3

e f'(x)>0 wprzedziale (_ﬁ QJ

Zatem funkcja f jest malejgca w kazdym z przedziatow [—oo,—§> oraz <£,+oo] i

3
rosngca w przedziale <_£ £>

B

3 3
Poniewaz P(x)=f(x) dla xe(0.1), wiec w przedziale x<(0,1) funkcja P(x) ma

ekstremum w tym samym punkcie, w ktérym funkcja f (x) Stad wynika, ze w punkcie

3
x =— funkcja P przyjmuje warto$¢ najwieksza.

23

3 )

2
Obliczamy wymiary prostokata: |CD| = DE| =2-2 (?J = % .

83

3
Najwieksze pole ma prostokat o wymiarach — % . Jest ono réwne 5

Zadanie 16. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie trapezy rownoramienne, w ktorych krétsza podstawa ma
dtugos¢ 5 i kazde z ramion tez ma dtugos$¢ 5. Oblicz dtugos$¢ dtuzszej podstawy tego z
rozpatrywanych trapezow, ktéry ma najwieksze pole. Oblicz to pole.

Rozwigzanie
Niech 2x+5 oznacza dtugos$¢ dtuzszej podstawy, a h wysoko$¢ trapezu.



Pole tego trapezu jest okreslone wzorem

P:M-h:(5+x)-h i0<x<5.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zalezno$¢ x> + 4% = 5%, stad h=~/25—-x" .

Pole tego trapezu jest okreslone wzorem

P(x)=(5+x)V25-x* = [(5+x) (25-27) =

:\/(5+x)3 -(S—x) :\/—x4 —10x" +250x + 625,

gdzie 0<x<35.
Nalezy obliczy¢, dla jakiego x spetniajacego nieréwnos$¢ 0<x <5 funkcja P okres$lona

wzorem P (x)= J=x* —10x* +250x + 625 przyjmuje warto$¢ najwieksza.

Poniewaz funkcja pierwiastkowa (y =\/; ) jest rosnaca, wiec wystarczy zbada¢ funkcje
7 (x)=—x"—10x’ + 250x + 625 . Wyznaczamy pochodna tej funkcji:

F'(x)=—4x"—30x> +250.
Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x, =5, x, = %
Ponadto:

e /'(x)<0 wkazdym z przedziatéw (—oo,—5) oraz (§,+ooj ,

e f'(x)>0 wprzedziale (—5,%).
Zatem funkcja f jest malejgca w kazdym z przedziatéw (—oo,—5> oraz <%,+ooJ

irosngcaw przedziale <—5,%>.
Poniewaz P(x)=./f(x) dla xe(0,5), wigc w przedziale x<€(0,5) funkcja P(x) ma
ekstremum w tym samym punkcie, w ktorym funkcja f (x) Stad wynika, ze w punkcie

X :g funkcja P przyjmuje warto$¢ najwieksza.

Zauwazmy wreszcie, ze jezeli x :g, to 2x+5=10. Zatem dtuzsza podstawa ma dtugos¢

10.

Obliczamy najwieksze pole trapezu dla x :g

P(x)=(5+§j- 25—6):1_5.5\/_:?\/3,

2 2 2



Najwieksze pole ma trapez, ktérego dtuzsza podstawa ma dtugos¢ 10. Pole tego trapezu
5v3

jest r6wne

Zadanie 17. (0-3)
Dany jest tréjkat ABC i prosta k styczna w punkcie A do okregu opisanego na tym
trojkacie. Prosta BC przecina prostg k w punkcie P. Dtugosci odcinkdéw sg odpowiednio

réwne: |AC| =12, |CB| =9, |BP| =17.

C

A P

Oblicz dtugos¢ odcinka AB. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie (I sposdb)
Niech S oznacza Srodek okregu opisanego na trdjkacie ABC i niech o = ||] PAB|. Kat PAS
jest prosty, wiec |D BAS| =90° -« . Tréjkat ABS jest rOwnoramienny, zatem
|1 ASB|=180°-2-|1 BAS|=180°-2-(90°-a) =2cx .
Z twierdzenia o kacie sSrodkowym i wpisanym opartych na tym samym tuku wynika, ze

B ACB|=1-|D ASB|=1-2a=a.
2 2

C

/&
A P

Oznaczmy |AB| =X oraz |PA| =y.
Trojkaty APB i CPA s3 podobne, gdyz |D PAB|=|D PCA| i kat przy wierzchotku P jest
wspoOlnym katem tych tréjkatéw. Zatem

|P4] |PB|

71 e

)




y_nm

26 y
y* =17-26.

Stad y =+/17-26 . Z podobienstwa tréjkatow APB i CPA otrzymujemy tez

|48 _|c4]
R
x_12
y 26
Zatem x =12 _12N17:26 _ 1217 =9,7032...
6 26 V26

Kodujemy cyfry: 9, 7, 0.

Rozwigzanie (Il sposéb)

Z twierdzenia o kacie miedzy styczng a cieciwg wynika, ze katy PAB i ACB s3 réwne.
Ponadto kat przy wierzchotku P jest wspdélnym katem tréjkatéow APB i CPA. Zatem te
trojkaty sa podobne.

A y P

Stad majac dane: |AC| =12, |CB| =9, |BP| = 17 i oznaczajac |AB| = x, |AP| =,
otrzymujemy:

|P4| _|PB|
7] [
y_
26y’
y* =17-26.
Zatem y =+/17-26 . Z podobienistwa tréjkatéw APB i CPA otrzymujemy tez
|4B| _|c4|
N
x 12
y 26
12y 12417-26 12417
Stad x = 26y= TR =9,7032...

Kodujemy cyfry: 9, 7, 0.



Zadanie 18. (0-6)

Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C i obwodzie
rownym 2 p . Na prostej AB obrano punkty D i E lezgce na zewnatrz odcinka AB takie, ze

|AD|=|AC| i |BE|=|BC| (zobacz rysunek).

E
B

c\

D

Wykaz, zZe promieni okregu opisanego na tréjkacie ECD jest réwny p~/2 .

Rozwigzanie
Niech =[] BAC

, P = |D ABC| (zobacz rysunek).

E
B

c\

D

Katy CAD i CBE to katy przylegte odpowiednio do katéw BAC i ABC tr6jkata ABC, wiec
|) CAD|=180°—« oraz |1 CBE|=180°- 5.

Troéjkaty CAD i CBE sg rownoramienne, wiec

180°-(180°~at) & - ECB|=180 ~(180°-8) _p
2 2 2 2

Zatem miara kata ECD jest réwna

[0 DCA| =

[0 ECD| =[1 DC4|+90°+|7 ECB :%+90°+§ - 90°+%(a+ﬂ) .
Stad
[V ECD| = 90°+%(a+ﬂ) =135°.
Z twierdzenia sinuséw dla trojkata ECD wynika, ze
ED|  _
sinD ECD '

gdzie R to promien okregu opisanego na tréjkacie ECD. Poniewaz |ED| =a+b+c=2pi

sinl] ECD =sin135° =sin(180°—45°) = sin 45° =g , wiec



2R=

o[5S

Stad R = p~/2, co koniczy dowéd.

Zadanie 19. (0-3)

Ramie AD trapezu ABCD (w ktéorym AB| CD) przedtuzono do punktu E takiego, ze
|AE| =3-|AD|. Punkt M lezy na podstawie AB oraz |]\ﬂ?| =4-|AM|. Odcinek ME przecina
przekatng BD w punkcie P (zobacz rysunek).

E

Udowodnij, ze |BP| = 6'|PD| .

Rozwigzanie
Niech N oznacza punkt przeciecia odcinka EM z prosta DC.

E

B

Trojkat AME jest podobny do tréjkata DNE (katy MAE i NDE s3 réwne oraz katy AME i
DNE s3 rowne, gdyz proste AB i DC sg rdwnolegte). Stad

|4M| _|DN]|

|4E| ~ |DE

)




ale [AE|=3-|4D

, wiec | DN| :%-|AM|.

Trojkat MBP jest podobny do tréjkata NDP (katy MBP i NDP s3 réwne oraz katy BMP i
DNP, gdyz proste AB i DC sg réwnolegte). Stad

|BP| _|DP|
|BM| |DN|’
ale |BM|=4-|AM|, wiec |BP| = 4"’1];'V'||DP| = 42'|AM| -|DP|=6-|DP|.
1AM

To konczy dowéd.

Zadanie 20. (0-4)

Okrag jest styczny do osi Ox w punkcie 4 = (2, 0). Punkt B= (—1, 9) lezy na tym okregu.

Wyznacz rownanie tego okregu.

Rozwigzanie
Niech § = (a,b) bedzie srodkiem szukanego okregu. Poniewaz okrag ten jest styczny do

osi Ox w punkcie 4=(2,0), wigc S =(2.). Z definicji okregu wynika, ze | 4S|=|BS
(2-2)"+(h-0) =(2+1) +(b-9)".

, czyli

Stad
b>=9+b>-18bh+81,
b=5.

Zatem S =(2,5), a rownanie okregu ma posta¢ (x—2)" +(y- 5)2 =25.

Zadanie 21. (0-5)

Okrag o $rodku S =(3,2) lezy wewnatrz okregu o réwnaniu (x—6)’ +(y—8)2 =100 ijest

do niego styczny. Wyznacz rownanie prostej stycznej do obu tych okregéw.

Rozwigzanie
Srodkiem okregu o réwnaniu (x—6)2 +(y—8)2 =100 jest punkt S, =(6.8), a promien

tego okregu jest rowny 10. Srodki S i S1 okregéw leza na prostej o réwnaniu y =2x—4.
Szukana styczna jest prostopadta do tej prostej, wiec ma rownanie postaci y = —%x +b.

Odlegtosc¢ srodka S, =(6,8) od stycznej jest réwna 10, zatem
‘; 6+8— b‘
10,

2
(lj +1?
2
|11—b|=10-\/§,
4



11-[=5V5.
Stad 11-b=55 lub 11-b=-55, czyli b=11-5J5 lub 5=11+55. Otrzymujemy

wiec dwie proste o réwnaniach y = —%x+1 1 —5\/§ oraz y = —%x+1 1+ 5\/5 .
Odlegtos¢ srodka S od prostej o rOwnaniu y = —%x +11-5+/5 jestréwna
‘;3+2+11—5x/§‘
)+

Poniewaz ?\/g —10<10, wiec ta prosta jest szukang styczna.

2—59J§—10-

Zadanie 22. (0-1)

Réwnanie sin’ x = sin x w przedziale <O,7r>

A. ma doktadnie 1 rozwigzanie.
B. ma doktadnie 2 rozwigzania.
C. ma doktadnie 3 rozwigzania.
D. nie ma rozwigzan.

Rozwigzanie
Przeksztalcamy réwnanie sin’ x = sin x do postaci sinx- (sinx—l) =0, zatem sinx=0 lub

sinx =1. Rozwigzaniami réwnania sinx =0 w przedziale <O,7r> jest x=0 oraz x=7, a

rozwigzaniem rownania sinx =1 jest x= Stad réwnanie sin’ x =sinx w przedziale

<O, 7r> ma doktadnie 3 rozwigzania.

Zdajacy powinien zaznaczy¢ odpowiedz C.

Zadanie 23. (0-4)
Rozwigz rownanie sinS5x—cos2x+sinx=0.

Rozwigzanie
Przeksztatlcamy  roéwnanie, korzystajac ze wzoru na sume  sinusow:
2sin3xcos2x—cos2x =0.

Stad cos2x-(2sin3x—1)=0.Zatem cos2x =0 lub 2sin3x-1=0.
Rozwigzaniami réwnania sinSx—cos2x+sinx=0 sg liczby: x= %+ %r, gdzie k jest

liczba catkowitg, lub x = %+¥, gdzie k jest liczbg catkowitg, lub x = %+21€Tﬁ' gdzie

k jest liczbg catkowita.



Zadanie 24. (0-3)

Wykaz, ze dla kazdego kata & prawdziwa jest réwnoé¢: 4(sin6 o + cos’ a) =1+3cos’ 2«

Rozwigzanie
Korzystajac z tozsamosci

a 400 = (@ +0)(a* —a'® +b') = (@ 407 ) (a7 +57) =308,
przeksztatcamy wyrazenie 4(sm a +cos a) i otrzymujemy:
4(s

4(sin6a+coséa) sin” & + cos a)((sin2a+cosza) —3sin2acosza)=

= 4(1—3sin2 acos’ a).
Przeksztatcamy teraz prawg strone rownosci, korzystajac ze wzoru na cosinus kata
podwojonego.

1+3cos’ 2 =1+3(cos2 o —sin® a)2 =1+3((cos2 o +sin’ a)2 —4sin® & cos’ a) =

=1+3(1—4sin2acosza)=4—12sin2acosza =4(1—3sin2acosza).

To konczy dowéd.

Zadanie 25. (0-2)

o, /4 1
Rozwiaz nieréwnos¢ cosS5x > 5 dla -7 <x<rx.

Rozwigzanie

. . /4 1
Rozwigzujemy nier6wnos$¢ cos5x > 5

Zatem —% +2km <S5x< §+ 2kn, gdzie k jest liczbg catkowitg, czyli

A +2k—” <x<Zy 2k—”, gdzie k jest liczbg catkowita.
15 5 15 5
Rozwigzaniami tej nieréwnosci dla —7z < x < 7 s3:

—13—”<x<—ﬁl b —7—ﬂ< <—5—” lub ——<x<— lub E<x<Z—;[lub

15 15 15 15 15 15
11x 137
<x<

—<x<—.
15 15

Zadanie 26. (0-3)

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Kat o jest katem miedzy dwiema
sgsiednimi $cianami bocznymi. Kat A jest katem przy podstawie $ciany bocznej (tzn.
katem miedzy krawedzig podstawy i krawedzia boczna ostrostupa).

Wykaz, ze cosa-tg’ff=—



Rozwigzanie

Oznaczmy: a — dlugo$¢ krawedzi podstawy, h — wysokos$¢ $ciany bocznej poprowadzona
z wierzchotka podstawy, ¢ — dtugos$¢ odcinka 13czacego wierzchotek podstawy ze
spodkiem wysokosci h.

Na podstawie twierdzenia cosinus6w mamy:

(a\/z)z =W +h -2h-h-cosx.

Stad
W —a’
cosa =——
h
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy
cc=a’-n.
Ponadto
h NP &
tgf} =—, a stad wynika, ze tg"ff=—
C C
Obliczamy zatem
W-d n_ —(@-K) &
cosa-tg” f = = = =-1.
gh= W c2 c’ c’

To konczy dowéd.

Zadanie 27. (0-4)

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym krawedz podstawy ma dtugos¢ a. Ptaszczyzna
przechodzaca przez krawedZ podstawy i Srodek wysokosci tego ostrostupa jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem ¢« . Wyznacz objetos$¢ i pole powierzchni
bocznej tego ostrostupa.

Rozwigzanie

Wprowadzamy oznaczenia:

A, B, C - wierzchotki podstawy ostrostupa
W - wierzchotek ostrostupa

M - Srodek boku |AB|

0 - spodek wysokoSci

S - Srodek wysokosci |OW|

W tréjkacie rownobocznym ABC mamy:

|AB|= a\/_

ICM =
Stad
a\/_ a3

|OS| :|OM|-tga, czyli |OW|=2:|0S|=2-——tga T-tga

Zatem



Nastepnie
2 2
P =|om| +|ow]? = 2+ 2 tg?a =L+
36 12

i stad otrzymujemy

Zadanie 28. (0-4)

Dany jest szeScian ABCDEFGH o krawedzi rownej 1. Punkt S jest $Srodkiem krawedzi
DH . Odcinek DW jest wysoko$cia ostrostupa ACSD opuszczong z wierzchotka D na
Sciane ACS . Oblicz dtugosci odcinkéw AW, CW i SW.

Rozwigzanie
Laczymy punkty 4 i S, 4 i C oraz C i S.Niech T oznacza punkt przeciecia
przekatnych AC i BD podstawy tego sze$cianu.
Punkt S lezy na krawedzi DH , wiec AS =CS, a zatem trojkat ACS, stanowiacy
podstawe ostrostupa ACSD, jest tréjkgtem rownoramiennym. Wynika stad, ze odcinek
ST jest wysoko$cia tego tréjkata. Dtugos¢ odcinka ST obliczamy stosujgc twierdzenie
Pitagorasa do trojkata prostokatnego 7SD:

3

5

NG

) 2
|S7|" =|sp[ +|D1| = Gj J{TJ , czyli [ST]=

Odcinek DWW jest wysokoscig trojkata prostokgtnego 7DS poprowadzong do
przeciwprostokatnej 7S . Dtugos¢ odcinka DW obliczymy zapisujgc na dwa sposoby
pole trojkata 7DS':

S sDlrD|= STl

N | —
Sy

N | =

J6
Ipw|=22 -3
G e
2
Stad i z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata prostokatnego SWD wynika,

i S OR eI

Wysokos¢ ST trojkagta rownoramiennego ACS jest zawarta w osi symetrii tego
trojkata. Wynika stad, ze AW =CW. Diugo$¢ odcinka AW obliczamy stosujgc
twierdzenie Pitagorasa do tréjkata prostokatnego ATW , w ktérym

V3 3B
rw|=Jsti-Jsw| =2 23



Otrzymujemy zatem

2 2
|AWF=MTF+VWF:(izj+(iEJ=§n
2 3) 6
skad
S

|AW|=|cw|=

S

Podsumowujac, szukane odcinki majg dtugosci: |A W| |CW|

Zadanie 29. (0-6)

Kwadrat ABCD o boku dlugosci 1 jest podstawa ostrostupa ABCDS . Odcinek HS jest
wysoko$cig ostrostupa, przy czym punkt H dzieli przekatng AC podstawy w stosunku
2 :1.Krawedzie boczne BS i DS majg dtugo$¢ rowna 1. Oblicz objeto$¢ tego

ostrostupa oraz dtugosci krawedzi A4S i CS'.

Rozwigzanie
Niech 7T oznacza punkt przeciecia przekatnych AC i BD podstawy ostrostupa

Poniewaz |AC| \/_ wiec |CH| £or az |HT| £—§ % Tréojkat BSD jest

réwnoramiennym tréjkatem prostokqtnym, dlatego Ze jego ramiona majg dtugosci
2
|BS|=|DS|=1, a podstawa |BD|=\/§. Stad wynika, ze |ST|=§. Obliczamy zatem

wysoko$¢ HS' tego ostrostupa, stosujqc twierdzenie Pitagorasa do tréjkqta SHT :
1

|HS| —|ST| —|HT| _"E=§ , skad wynika, ze |HS|
Objetos¢ V' tego ostrostupa jest zatem réwna:
_1,2_2
3 3 9

Pozostaje obliczy¢ jeszcze dtugosci krawedzi bocznych A4S i CS. Z twierdzenia
Pitagorasa zastosowanego dwukrotnie, najpierw do trojkata AHS, otrzymujemy

2 2
S| =|4H] +| ] :[éj +@ =2 wige |45]= f
natomiast do trojkgta CHS
2 2
S| =|CH]|" +|HS[ =(?J +@J =§, skad |CS|:§.

Uwaga
Rozwazany ostrostup nie jest prawidtowy, a wszystkie $ciany boczne tego ostrostupa sa
tréjkatami rownoramiennymi.



Zadanie 30. (0-4)

Dany jest sze$cian ABCDEFGH , ktoérego krawedz ma dtugos¢ 15. Punkty O i R dzielag
krawedzie HG i FG w stosunku 2 : 1, to znaczy |HQ| =|FR| =10. Ptaszczyzna AQR

przecina krawedzie DH i BF odpowiednio w punktach P i S . Oblicz dtugosci
odcinkow DP i BS'.

Rozwigzanie
Rozwazamy kwadrat EFGH . Niech T oznacza punkt przeciecia przedtuzen odcinkéw

OR
i EF (zobacz rysunek).

H 0 G

E F T
Dtugosci odcinkéw: |QG| = |GR| =5, |RF| = |FT| = 10

Trojkaty prostokatne RFT i RGQ sa podobne na mocy cechy kkk. Stad wynika, ze
|FT|=10.

Teraz rozwazamy kwadrat ABFE (zobacz rysunek).

E F T

A B

Dtugosci odcinkéw: |FT| = 10, |FS| = x, |AB| = 15, |[BS| =15 -x
Troéjkaty prostokatne ABS i TFS s3 podobne na mocy cechy kkk. Mozemy wiec zapisac
réwnanie



|SF| |BS| x 15—x
— =+——,azatem —=——,
|FT| |4B 15

Rozwigzujemy to r6wnanie

15x=150-10x, x=6.
Zatem dlugo$¢ szukanego odcinka BS jest rowna 9. Poniewaz punkty B i D lezg
symetrycznie wzgledem ptaszczyzny ACGE, wiec |DP| = |BS| =9.

Zadanie 31. (0-3)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb siedmiocyfrowych, w zapisie ktérych nie wystepuje zero i
na doktadnie dwo6ch miejscach stojg cyfry parzyste.

Rozwigzanie

Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech krokéw. W kroku pierwszym obliczamy, na ile
sposobéw mozna wybra¢ dwa miejsca (sposréd siedmiu), na ktérych stoja cyfry
parzyste. Ten krok mozemy wykonac¢ czterema sposobami.

e Mozemy skorzysta¢ ze wzoru na liczbe dwuelementowych kombinacji ze zbioru

siedmioelementowego; wyraza sie ona wspo6tczynnikiem dwumianowym (J Ten

wspotczynnik mozemy odczytac z tréjkata Pascala lub obliczy¢ ze wzoru

Mamy zatem

7 | | .7.51 .
_ 7! _ 7! =675.=6 7=3_7:21'
2 2!(7—2)! 215! 215! 2

e Mozemy po prostu wszystkie te sposoby wyboru dwéch miejsc wypisa¢ (kwadracik
pusty oznacza miejsce dla cyfry nieparzystej, kwadracik petny — dla parzystej):

1: E ®E O O O O O
2: mE O ®m O O O O
3: ®E O O ®m 0O 0O 0O
4. mE O O O m 0O 0O
5: m O O O O m 0O
6: E 0 O O O O =
7: O m ®m O 0O O O
8: O m O ®m 0O 0O 0O
9: O m O O m O 0O
10: O m O O O m 0O
11: O m O O O O =
12: O O m ®m 0O O 0O
13: O O m O m 0O 0O
14: O O m O O m 0O
15: O O ® O O O =
16: O O O m m 0O 0O
17: O O O m O m 0O
18: O O O m O O =
19: O O O O m m 0O
20: O O O O m O =m
21: O O O O O m =n



e Mozemy takze te mozliwosci zliczac¢: jesli pierwsza (liczac od lewej strony) cyfra
parzysta stoi na pierwszym miejscu, to druga mozemy ustawic na jednym z szeSciu
miejsc (od drugiego do sibddmego); jesli pierwsza (od lewej strony) cyfra parzysta
stoi na drugim miejscu, to druga mozemy ustawi¢ na jednym z pieciu miejsc i tak
dalej. Wreszcie, jesli pierwsza cyfra parzysta stoi na szostym miejscu, to druga
moze stac tylko na miejscu si6ddmym. Lacznie mamy wiec

6+5+4+3+2+1=21
sposobéw wyboru dwéch miejsc dla cyfr parzystych.

e Mozemy wreszcie rozumowac nastepujaco: jedng cyfre parzysta mozemy ustawic
na jednym z 7 miejsc, druga na jednym z sze$ciu miejsc. W ten sposob kazde
ustawienie policzyliSmy dwukrotnie, np. ustawienie

O O | O | O O

mozemy otrzymac wybierajgc najpierw miejsce trzecie, a potem miejsce pigte lub

wybierajac najpierw miejsce piate, a potem miejsce trzecie. Zatem liczba sposobéw

wyboru tych dwoéch miejsc jest réwna

76 =7-3=21.
2
W kroku drugim obliczamy, na ile sposob6w mozemy na miejscach wybranych dla cyfr
parzystych i nieparzystych napisac te cyfry. Skorzystamy dwukrotnie z reguty mnozenia.
Najpierw na wybranych dwoch miejscach ustawiamy cyfry parzyste. Poniewaz w zapisie
liczby nie wystepuje zero, wiec na kazdym miejscu mamy do wyboru cztery cyfry: 2, 4, 6,
8. Mamy zatem 4’ =16 sposobow zapisania cyfr parzystych na wybranych miejscach.
Wreszcie na kazdym z pozostalych pieciu miejsc zapisujemy jedna z pieciu cyfr
nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9. Mamy zatem 5°=3125 sposobdéw zapisania cyfr
nieparzystych na pozostatych miejscach.
W kroku trzecim obliczamy, ile jest liczb siedmiocyfrowych speiniajacych warunki
opisane w zadaniu. Korzystamy jeszcze raz z reguty mnozenia i otrzymujemy
21-4%.5° =21-16-3125=1 050 000

liczb.

Zadanie 32. (0-4)

Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2 i
3, wiedzac, ze cyfry moga sie powtarzac.

Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze istnieje tylko 27 liczb trzycyfrowych, ktérych cyfry sa wybrane
sposrod cyfr 1, 2 i 3. Pierwsza cyfre mozemy bowiem wybra¢ na 3 sposoby, druga takze
na trzy sposoby (cyfry moga sie powtarzac) i trzecig tez na trzy sposoby. Najprostszy
sposéb rozwiazania zadania polega zatem na wypisaniu i dodaniu (np. na kalkulatorze)
tych liczb. Oto one:

IMI+112+ 113+ 121 + 122+ 123 + 131 + 132 + 133 = 1098,

211+ 212+ 213 +221 + 222 +223 + 231 + 232 + 233 = 1998,

311 +312+313 +321 + 322+ 323 + 331 + 332 + 333 =2898.

Suma wszystkich liczb jest rowna
1098 + 1998 + 2898 = 2898.



Liczby te mozna tatwo doda¢ bez uzywania kalkulatora. Zauwazmy, ze sumy liczb w
trzech wierszach sg rowne:

9100+ (11 +12+13+21+22+23+31+32+33)=900+ 198=1098,

9-200 + (11+ 12+ 13 +21 +22+23 + 31 + 32 +33) = 1800 + 198 = 1998,

9:300+ (11 +12+13+21+22+23+31+32+33)=2700+ 198 =2898.
Dodawanie

11+12+13+21+22+23+31+32+33=198
moze by¢ wykonane w pamieci; pozostate dodawania mozna tatwo wykonaé tez w
pamieci lub pisemnie. Najwazniejsze byto zauwazenie, Ze we wszystkich dodawaniach
wystepowata ta sama suma liczb dwucyfrowych i zmieniaty sie tylko sumy setek. Ta
obserwacja bedzie podstawa dla drugiego sposobu rozwigzania.
Obliczajac sume wszystkich 27 liczb, kazda z tych liczb zapiszemy w postaci
a-100+bH-10+c
i bedziemy oddzielnie dodawa¢ wielokrotnosci 100, oddzielnie wielokrotnosci 10 i
wreszcie oddzielnie cyfry jednos$ci. Policzmy, w ilu liczbach jedynka wystepuje na
pierwszym miejscu (tzn. jako cyfra setek). Ot6z na drugim miejscu mozemy postawic
jedna z trzech cyfr i na trzecim tez jedng z trzech cyfr. Zatem jedynka jest na pierwszym
miejscu w dziewieciu liczbach. W sumie wszystkich dwudziestu siedmiu liczb dziewie¢
razy wystapi sktadnik 100. Podobnie 9 razy wystapi sktadnik 200 i 9 razy wystapi
sktadnik 300. Zatem sktadniki postaci a-100 dadzg sume
9-100+9-200+9-300=9-100-(1 +2+3)=9-100-6 = 5400.
Tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystapi 9 razy na drugim miejscu (tzn. jako cyfra
dziesigtek). Zatem sktadniki postaci b-10 dadzg sume
9:-10+9-20+9-30=9-10-(1+2+3)=9-10-6 = 540.
Wreszcie tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystgpi 9 razy jako cyfra jednosci. Suma
cyfr jednoSci jest zatem rowna
9.1+9:2+9.3=9.(1+2+3)=9.6=54.
Suma wszystkich liczb wynosi zatem.
5400 + 540 + 54 = 5994.

Zadanie 33. (0-7)
Oblicz, ile jest wszystkich liczb o§miocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest réwny 24.

Rozwigzanie

Rozktadamy liczbe 24 na czynniki pierwsze 24=3-2-2.2.

Mamy wiec pie¢, parami wykluczajacych sie mozliwosci, w ktorych iloczyn cyfr liczby

oSmiocyfrowej jest rowny 24:

1. Wéréd cyfr tej liczby sa trzy dwojki, jedna trojka i cztery jedynki
(24=3-2-2-2-1-1-1-1). Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

. 8-(3J=280 — wybieramy jedno miejsce z oSmiu dla trojki a nastepnie trzy

miejsca z pozostatych siedmiu dla dwojki
albo tak:

8
o [4)4=280 — wybieramy cztery miejsca dla cyfr réznych od jedynki, a

nastepnie sposrod nich wybieramy miejsce dla trojki,
albo tak:



o 8 _ 280 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32221111.
314!
2. Wsréd cyfr tej liczby sa trojka, czworka, dwojka i pie¢ jedynek (24 =3-4-2-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
o 8.7-6=336 — wybieramy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa
albo tak:

8
. (3)-3!=336 — wybieramy trzy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa, nastepnie

przestawiamy te cyfry miedzy soba,

albo tak:
!
° % =336 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32411111.

3. Wsréd cyfr tej liczby sg tréjka, 6semka i sze$¢ jedynek (24=3-8-1-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
e 8:7=56 — wybieramy miejsce dla trojkii z pozostatych dla 6semki
albo tak:

8
. [2)2:56 — wybieramy dwa miejsca z o$Smiu dla tréjki i 6semki, nastepnie

wybieramy miejsce dla kazdej z nich,

albo tak:
!
. % =56 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 38111111.

4. Wsrod cyfr tej liczby sg szdstka, czwoérka i sze$¢ jedynek (24=6-4-1-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
o 8.7=56 — wybieramy miejsce dla sz6stki i czworki
albo tak:

8
o (2}2 =56 — wybieramy dwa miejsca z o$miu dla szdstki i czworki, nastepnie

wybieramy miejsce dla kazdej z nich,

albo tak:
!
. % =56 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 64111111.

5. Wsrod cyfr tej liczby sa dwie dwoijki, jedna szostka i piec¢
jedynek(24=6-2-2-1-1-1-1-1). Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

. 8-(2j =168 — wybieramy miejsce dla szdstki, nastepnie dwa miejsca z siedmiu

dla dwéjek
albo tak:

8
. [3)3 =168 — wybieramy trzy miejsca z o$miu dla sz6stki i dwdch dwoijek,

nastepnie sposrod nich wybieramy miejsce dla széstki,
albo tak:

!
. 8 =168 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby

215!
62211111.

Zatem wszystkich liczb o$miocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny 24, jest
280+336+56+56+168 =896.



Zadanie 34. (0-6)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr r6wnej 5, w zapisie ktorych
wystepuja tylko cyfry 0,1, 3, 5.

Rozwigzanie

Wszystkie liczby stucyfrowe o sumie cyfr réwnej 5, w zapisie ktorych wystepuja tylko

cyfry 0, 1, 3, 5 mozemy podzieli¢ na 4 grupy w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na

pierwszym miejscu liczby:

1. Liczba 5000...000,w ktorej po cyfrze Snastepuje 99 zer. Jest jedna taka liczba.

2. Liczby postaci 3000...1...000...1...000, w ktérych po cyfrze 3wystepuje 97 cyfr 0i dwie
cyfry 1, stojace na dwoch miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc. Jest

99 .
( 5 j = @ =99.49 = 4851 takich liczb.

3. Liczby postaci 1000...3...000...1...000 lub 1000...1...000...3...000, w ktérych po cyfrze 1
wystepuje 97 cyfr 0 oraz cyfry 1 i 3(w dowolnej kolejnosci), stojagce na dwdch
miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc. Jest 99-98 =9702 takich liczb.

4. Liczby postaci 1000...1...000...1...000...1...000...1...000, w ktorych po cyfrze 1 wystepuje
95 cyfr 0i cztery cyfry 1, stojgce na czterech miejscach wybranych z 99 mozliwych

99 .08.97.
miejsc. Jest ( 4 j = W =33-49.97-24 =3764 376 takich liczb.

Zatem wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr réwnej 5, w zapisie ktérych
wystepuja tylko cyfry 0, 1, 3, 5, jest
1+4851+9702+3764376=3778930.

Zadanie 35. (0-3)

Doswiadczenie losowe polega na tym, Ze losujemy jednocze$nie dwie liczby ze zbioru
{1,2,3,...,12,13}. Oblicz prawdopodobienistwo warunkowe, ze wiréd wylosowanych liczb

bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi s3 wszystkie dwuelementowe podzbiory (pary

nieuporzadkowane, kombinacje) zbioru {1,2,3,...,12,13} . Jest to model klasyczny.
Wprowadzamy oznaczenia:

A — wsrod wylosowanych liczb bedzie liczba 8,
B — suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

P(ANB) |AnB

PB |8
Zdarzeniu B sprzyjaja kombinacje ztozone z jednej liczby nieparzystej i jednej parzyste;j,
|B|=7-6=42,
Zdarzeniu AN B sprzyjaja kombinacje ztozone z liczby 8 i jednej liczby nieparzystej,
|[AnB|=1-7=7,
stad

Mamy obliczy¢ P(4|B) =

7 1
P(A|B)=—=—.
A1 8) 42 6



Zatem prawdopodobienstwo, ze ws$réd wylosowanych liczb bedzie liczba 8, pod

warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta, jest rowne 5

Zadanie 36. (0-3)

Niech 4, B beda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(4)=0,7 i
P(B)=0,8,t0 P(4|B)=>0,625.

P(A| B) oznacza prawdopodobiefistwo warunkowe.

Rozwigzanie
p(a By=240E5)
P(B)

Wykazemy najpierw, ze jezeli P(4)=0,7 i P(B)=0,8,to P(An B)>0,5.

Wiemy, ze P(4U B) = P(4)+ P(B)— P(An B) oraz P(AUB)<1.

Mamy wiec: 1> P(AU B) = P(4)+ P(B)— P(An B),stad P(4n B) > P(4)+ P(B)-1,
czyli P(AnB)=>0,5.

P(4nB) 0.5

Stad P(4|B) = >
ad P(4|B) P(B) 0.8

=0,625.

Zadanie 37. (0-4)

Wybieramy losowo jedng liczbe ze zbioru {1,2, 3} i gdy otrzymamy liczbe #, to

rzucamy # razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienistwo otrzymania co
najmniej jednego orta. Wynik przedstaw w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.

Rozwigzanie

Wprowadzamy oznaczenia dla zdarzen:

B, - wylosujemy liczbe 1,

B, - wylosujemy liczbe 2,

B; - wylosujemy liczbe 3,

A - otrzymamy co najmniej jednego orta.

Zdarzenia B,, B, i B; spelniajq zalozenia twierdzenia o prawdopodobienistwie

catkowitym, poniewaz

Stosujac  twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym do zdarzenia A4,
otrzymujemy
P(A)=P(A| B)P(B)+P(A|By)P(By)+ P(4]| By) P(By).

Poniewaz P(A|B1)=%, P(A|B2)=%, P(A|B3)=%,wigc

Zatem prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego orta jest rowne %



Uwaga

Zdajacy moze rozwigzac¢ zadanie za pomocg drzewa.

Zadanie 38. (0-2)

Niech 4, B beda zdarzeniamilosowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli
P(AmB) = P(A)P(B), to P(AmB’ ) = P(A)P(B’ )
B' oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B.

Rozwigzanie

P(AnB')=P(A)-P(AnB)=P(4)-P(A4)P(B)="P(4)(1-P(B))



