Przykladowe zadania z matematyki
na poziomie podstawowym
wraz z rozwigzaniami

Zadanie 1. (0-1)

8
Liczba 33 %/972 jest rowna

A 3P
32
B 3 9
c. 3*
D. 3

Rozwigzanie C

Zadanie 2. (0-1)

Liczba log24 jest rowna
A, 2log2+1log20

B. log6+2log2

C. 2log6-logl2

D. log30-log6

Rozwigzanie B

Zadanie 3. (0-1)

Rozwigzaniem réwnania ;:i =% jestliczba
4
A. 3
3
B. 1
3
C. g
8
D. 3

Rozwigzanie D



Zadanie 4. (0-1)

Mniejsza z dwdch liczb spetniajacych réwnanie X2 +5x+6=0 jest
A -6
-3
-2
-1

Sow

Rozwigzanie B

Zadanie 5. (0-1)

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci X225 jest
A. (— oo,—\/g )U(\/§,+oo)
B. (—00,—\/§>u<\/§,+oo)

C. <\/§ ,+oo)

D. <5,+oo)

Rozwigzanie B

Zadanie 6. (0-1)

Liczba 1 jest miejscem zerowym funkcji liniowej f (x) = (2 — m)x +1. Wynika stad, ze
A. m=0

1
2
3

B. m
C. m
D. m

Rozwigzanie D

Zadanie 7. (0-1)
Rysunek przedstawia wykres funkcji y = f (x)

y)\

[y




Wskaz rysunek, na ktorym jest przedstawiony wykres funkcji y = f (x + l).

A, B.
yA yA
| |
o1 > ol 1 x
C D.
yh yﬂ
\ |
ol 1 > ol 1 x

Rozwigzanie D

Zadanie 8. (0-1)

Wskaz réwnanie osi symetrii paraboli okre$lonej réwnaniem y = —x* +dx-11,
A x=-4

B. x=-2
C. x=2
D. x=4

Rozwigzanie C

Zadanie 9. (0-1)

Prosta o réwnaniu y =4 ma doktadnie jeden punkt wspdlny z wykresem funkcji

kwadratowej f(x)= —x? +6x-10. Wynika stad, ze

A a=3
B. a=0
C. a=-1
D. a=-3

Rozwigzanie C



Zadanie 10. (0-1)

Jaka jest najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej f(x) = X2 +4x-3w przedziale <0,3> ?
A 7

B. 4
c. 3
D. -2

Rozwigzanie C

Zadanie 11. (0-1)

Ktére z rownan opisuje prosta prostopadta do prostej o rGwnaniuy = 4x+57?
A, y=-4x+3

1
———x+3
B. y=-7

1
=—x+3

C. VY 4
D. y=4x+3

Rozwigzanie B

Zadanie 12. (0-1)
Punkty A:(—1,3) i C :(7,9) sa przeciwlegtymi wierzchotkami prostokata ABCD.

Promien okregu opisanego na tym prostokacie jest rowny
A 10

62
5
32

Rozwigzanie C

B
C.
D

Zadanie 13. (0-1)

Kat & jestostryi sina = % Woéweczas

A cosx <i
' 4
B cosoz—3
: 4
V13
C. cosa=——
4
V13
D. COSO(>T

Rozwigzanie D



Zadanie 14. (0-1)

Kat o jestostryitga = % . Jaki warunek spetnia kata ?

A, a<30°
B. a=30°
C. a=60°
D. a>60°

Rozwigzanie A

Zadanie 15. (0-1)

Kat srodkowy i kat wpisany w okrag sg oparte na tym samym tuku. Suma ich miar jest
rownal80°. Jaka jest miara kata srodkowego?

A 60°
B. 90°
C. 120°
D. 135°

Rozwigzanie C

Zadanie 16. (0-1)

Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, =(-3)" -(9—n2) dla n>1. Wynika stad, ze

A, a3 =-81
B. a;=-27
C. =0
D. a;>0

Rozwigzanie C

Zadanie 17. (0-1)

Liczby x -1, 418 (w podanej kolejnosci) sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu
arytmetycznego. Woéwczas liczba x jest r6wna

A 3
B. 1
C -1
D. -7

Rozwigzanie B



Zadanie 18. (0-1)

Liczby—8, 4 i x+1 (w podanej kolejnosci) sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem
ciggu geometrycznego. Wéwczas liczba x jest r6wna

A 3
B. -15
C. 1

D. 15

Rozwigzanie A

Zadanie 19. (0-1)

Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktore sg podzielne przez 6 lub przez 10,

jest

A, 25
B. 24
C. 21
D. 20

Rozwigzanie C

Zadanie 20. (0-1)

Liczba wszystkich sposobow, na jakie Ala i Bartek moga usig$¢ na dwoch sposréod pieciu
miejsc w Kinie, jest rowna

A 25
B. 20
C. 15
D. 12

Rozwigzanie B

Zadanie 21. (0-2)

Rozwias 16 . 2-3x 1
0zwiaz réwnanie T - =~7.

Rozwigzanie

Lewa strona réwnania jest okres$lona dla x ¢% . Przenosimy wszystko na lewg strone i

sprowadzamy utamki do wspo6lnego mianownika:
2-3x 1_¢ 2(2—3x)+(1—2x)=0’ 5-8x 0
1-2x 2 2(1-2x) 2(1-2x)

Stad otrzymujemy 5—-8x=0, czyli x =§. Dla tej wartoS$ci x obie strony réwnania sg

okreslone, wiec liczba x = 3 jest szukanym rozwigzaniem réwnania.



Zadanie 22. (0-2)
Rozwiaz nier6wnosé¢ x> +6x—7<0.

Rozwigzanie
Korzystajac ze wzordw na pierwiastki roéwnania kwadratowego lub dostrzegajac

rozklad na czynniki x* +6x—7=(x+7)(x—1), otrzymujemy dwa pierwiastki tréjmianu
kwadratowego: x, =-7, x,=1. Poniewaz parabola o réwnaniu y=x’+6x-7 ma
ramiona skierowane do gory, lezy ona ponizej osi Ox miedzy swoimi miejscami
zerowymi. Zatem rozwigzaniem nieréwnosci jest przedzialt domkniety <—7,1> .

Zadanie 23. (0-2)

Oblicz najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej f(x)= X2 —6x+1w przedziale <O, 1> :

Rozwigzanie

Wyznaczmy wspoétrzedne wierzchotka paraboli o réwnaniu y=x’-6x+1. Mamy

X, = —2i =3, y, = —4A = -8, Poniewaz parabola ma ramiona skierowane do gory, to w
a a

przedziale (—oo,3> dana funkcja maleje. Zatem maleje takze na zawartym w nim
przedziale <O, 1>. Wobec tego najmniejszg warto$¢ przyjmie ona w prawym koncu, czyli

dla x =1.Tq warto$cigjest y=1"-6-1+1=—4,

Zadanie 24. (0-2)

O funkcji liniowej f wiadomo, ze f(1)=2 oraz Ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt
P =(~2,3). Wyznacz wzér funkgji f.

Rozwigzanie

Funkcja f jest liniowa, wiec jej wzér mozemy zapisa¢ w postaci: f(x)=ax+b. Z
warunku f(1)=2 wynika, ze 2=a+b. Skoro punkt P nalezy do jej wykresu, to mamy
takze 3= f(-2)=-2a+b. Rozwiazujemy otrzymany uktad réwnan i otrzymujemy
7

a=——, b= % . Zatem szukany wzor ma posta¢ f(x)= —%x+§.

Zadanie 25. (0-2)

Napisz rownanie prostej réwnolegtej do prostej o rownaniu y =2x-11 i przechodzacej
przez punkt P =(1,2).

Rozwigzanie
Wszystkie proste rownolegte do danej prostej majg taki sam wspoétczynnik kierunkowy.



Szukamy zatem prostej o réwnaniu postaciy=2x+5b. Poniewaz szukana prosta
przechodzi przez punkt P =(1,2), otrzymujemy 2=2-1+b, skad b=0. Zatem prosta ta
ma réwnanie y = 2x .

Zadanie 26. (0-2)

Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej Srodkowg CD trdéjkata ABC, ktérego
wierzchotkami sg punkty: 4=(-2,-1), B=(6,1), C =(7,10).

Rozwigzanie
Wiemy, ze szukana prosta przechodzi przez punkt C:(7,10) oraz przez punkt D,

bedacy srodkiem boku AB. Zatem korzystajac ze wzoru na wspétrzedne srodka odcinka

_22+6,_12+1j=(2,0). Ze wzoru na roOwnanie prostej przechodzacej przez

dwa  dane  punkty  otrzymujemy: (»-10)(2-7)-(0-10)(x-7)=0, a
stad-5y +10x—-20=0, czyli -y +2x-4=0.

mamy D =(

Zadanie 27. (0-2)

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym przyprostokatne majg dtugosci 2 i 4, jeden z katow
ostrych ma miare . Oblicz sina-cosc.

Rozwigzanie
Niech a bedzie katem lezacym naprzeciwko boku o dtugosci 2, zas p — katem lezagcym
naprzeciwko boku o dtugosci 4. Zauwazmy, Ze sina =cos 3 oraz cosa =sin 3, wiec

mamy sin« -cosa = sin 3 -cos 3, czyli szukana warto$¢ nie zalezy od wyboru kata.

Przeciwprostokatna w danym tréjkacie ma dtugosé 22 +4%> =420. Z definicji funkji
4 8 2

2
J20 V20 20 5°

trygonometrycznych otrzymujemy sinacosa =

Zadanie 28. (0-2)

Kat o jest ostryi sina =i. Oblicz 3+2tg2a.

Rozwigzanie
2
9
Mamy tga:sina, wiec tgzazsinza _ sin’ & _\4) 1
cosa cos’a l-sin*a | (1)2 15
4

Zatem 3+2tg2a=3+3=4—7.
15 15



Zadanie 29. (0-2)
lle wyrazéw ujemnych ma ciag (a, ) okreslony wzorem a, = n —2n-24dlan>1?

Rozwigzanie
Szukamy liczb naturalnych » = 1 spetniajgcych nieréwno$¢ n* —2n—24 < 0.

Zapiszmy te nierowno$¢ w postaci n’> —-2n+1-25<0, (n - 1)2 -5 <0, skad
(n—1-5)(n-1+5) <0, (n—6)(n+4)<0.Poniewaz n+4>0, otrzymujemy 7<6.Zatem

liczba n moze przyjmowac jedna z pieciu wartosci: 1, 2, 3, 4, 5, czyli ciagg ma piec
wyrazéw ujemnych.

Zadanie 30. (0-2)

Liczby 2, x —3, 8 s3 w podanej kolejnoéci pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciggu
arytmetycznego. Oblicz x.

Rozwigzanie
Mamy a, =2 oraz a, = x—3, zatem réznica ciagu wynosi r = (x—3)—2 = x—5. Ponadto

8=a,=a,+3r=2+3(x-5),skad 6=3(x—5) i wkoncu x=7.

Zadanie 31. (0-2)

Wyrazami ciggu arytmetycznego (an) s3 kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu

przez 5 dajg reszte 2. Ponadto a; =12. Oblicz a,5.

Rozwigzanie
Poniewaz doktadnie co piagta liczba naturalna daje z dzielenia przez 5 reszte 2, to r6znica
danego ciggu arytmetycznego wynosi 5. Wobec tego 12 =a,=aq,+2r=q,+10, skad

a; =2.Wobectego a,;=a,+14r=2+14-5=72.

Zadanie 32. (0-2)

Dany jest prostokat o bokach a i b. Zmniejszamy dtugo$¢ boku a o 10% oraz zwiekszamy

a
dtugo$¢ boku b 0 20%. Wyznacz stosunek -, jesli wiadomo, Ze otrzymany prostokat ma

taki sam obwod jak prostokat wyjsciowy.

Rozwigzanie

Otrzymany prostokat ma boki dtugosci 0,9a oraz 1,26. Z poréwnania obwodéw obu

prostokatéw otrzymujemy zwigzek 2-0,9a+2-1,2b=2a+2b, skad 0,456 =0,2a. Wobec
a_ 04 )

tego — =
8 b 0,2




Zadanie 33. (0-2)
Udowodnij, ze jesli x,y sg liczbami rzeczywistymi, tox> + y*> > 2xy.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb x, y mamy (x - y)2 >0,skad x*+y’>2xy,co

konczy dowdd.

Zadanie 34. (0-2)

Rzucamy dwa razy symetryczng sze$cienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania iloczynu liczby oczek ré6wnego 5.

Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg pary liczb catkowitych (a,b), gdzie 1<a,b <6 — mamy

36 takich par. Zdarzenia elementarne sprzyjajace to pary (1.5) oraz (5.1). Zatem

szukane prawdopodobienstwo jest rowne % _ 1

18

Zadanie 35. (0-4)

W ciggu arytmetycznym (an) dane sg wyrazy: a, =4, a, =19. lle wyrazoéw tego ciagu
nalezy do przedziatu (0, 200)?

Rozwigzanie
Mamy 4=q,+2r, 19=aq,+5r. Stad 3r=15,r=5 oraz g, =—6. Pytamy, dla jakich n

mamy 0<a, <200, czyli 0<—6+(n—1)-5<200.

Stad 6 <5(n—1) <206, §<n—l<¥, ey

Pierwszg nier6wno$¢ spetniajg liczby n>3, a drugg liczby n<42. Zatem liczb
naturalnych spetniajacych obydwa warunki mamy 40 i tyle tez wyrazoéw ciagu lezy w
przedziale (0,200).

Zadanie 36. (0-4)

Punkt D lezy na boku BC tréjkata rownoramiennego ABC, w ktérym |AC| = |BC| . Odcinek
AD dzieli trojkat ABC na dwa tréjkaty rownoramienne w taki sposob, ze |AD| = |CD| oraz
|AB| = |BD| (zobacz rysunek). Udowodnij, Ze||] ADC| =5 |D ACD| .



C
A

B

C

‘

B
Niech o = |D BAD| ip= |D ACD|. Trojkaty ABD, ACDi ABC s3 rownoramienne, wiec

|1 DAB|=|0 BAD|=a, |1 CAD|=|1 ACD|=p
oraz |1 CAB|=|] CBA|=a+ .

Suma miar katéw tréjkata ACD jest réwna 180°, wiec
[0 ADC|=180°-25.

Z drugiej strony |1 ADC|=180°—|] ADB], czyli 180° -2 =180°— . Stad & = 23.
Suma miar katow tréjkata ABC jest rowna 180°, wiec 2(a + )+ 8 =180°, czyli
2(2p+ )+ =180°.Stad 78 =180°.

Zatem ] ADC|=180°-28=78-28 =58 =5-|1 ACD|. To koticzy dowdd.

Rozwigzanie |

A
A

Rozwigzanie II
Oznaczmy katy « i B jak w poprzednim rozwigzaniu.

Poniewaz kat ADB jest katem zewnetrznym trojkata ADC, wiec a =213.
Roéwniez kat ADC jest katem zewnetrznym trojkata ABD, wiec
||] ADC| =a+a+p=2a+p=4F+F=5p =5|D ACD|, co konczy dowdd.




Zadanie 37. (0-2)

Oblicz sinus kata miedzy przekatng szeScianu a jego ptaszczyzng podstawy.

Rozwigzanie

Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC utworzony przez przekatng AB szeScianu, przekatna
AC podstawy szeScianu oraz krawedz BC. Kat ostry « tego trojkata jest katem miedzy
przekatng szeScianu i ptaszczyzng jego podstawy. Diugo$¢ przekatnej szeScianu o
krawedzi dtugosci a jest rowna a3, wiec sinus kata « jest rowny

1B

B3

sina =

&l

4
a3

Zadanie 38. (0-4)

W graniastostupie czworokatnym prawidtowym przekatna o dtugosci d jest nachylona
do ptlaszczyzny podstawy pod katem B takim, ze sina =0,2. Wyznacz objetoS¢ tego

graniastostupa.

Rozwigzanie [

Przyjmijmy oznaczenia:

BD - przekatna podstawy

|DH| =h - krawedz boczna

|BH | =d - przekatna graniastostupa
|4B|=|BC|=|CD|=|DA4|=a

Trojkat BDH jest prostokatny, wiec

. h .1 h 1
sina=—,czyli —==.Stad ,=—4.
d Y 5 d 2 5

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BDH otrzymujemy

2
|BD|2=d2—h2=d2—Gdj =%d2.

Pole podstawy graniastostupa jest wiec rowne

1 > 124 , 12 ,
Pup=—|BD| =—-—d" =—d".
e 2| | 225 25
Zatem objeto$c¢ tego graniastostupa jest rowna
12 , 1 12
V=P h=—d —d=—d".
S R R b

Rozwigzanie II
Przyjmijmy oznaczenia jak w rozwigzaniu I.

Trojkat BDH jest prostokatny, wiec sing =g, czyli h=dsina.Stad h=0,2d .

W tréjkacie BDH mamy rowniez ¢os g = "f , czyli a2 =dcosa = d\1-(0,2)’ =4/0,96 d.

Stad V =a’h =%-O,96d2 -0,2d =0,096d".



Zadanie 39. (0-4)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych takich, ze w ich zapisie
dziesietnym wystepuje jedna cyfra nieparzysta i trzy cyfry parzyste.
Uwaga: przypominamy, Ze zero jest liczba parzysta.

Rozwigzanie

Mamy do dyspozycji 5 cyfr parzystych: 0, 2, 4, 6, 8 oraz 5 cyfr nieparzystych: 1, 3,5, 7, 9.
Musimy jednak pamietaé, Ze 0 nie moze by¢ pierwsza cyfra zapisu dziesietnego liczby.
Dlatego rozwazymy dwa przypadki: a) gdy pierwsza cyfra jest nieparzysta oraz b) gdy
pierwsza cyfra jest parzysta.

W przypadku a) pierwsza cyfre mozna wybraé¢ na 5 sposobéw; kazda pozostata cyfra
musi byC parzysta i kazda z nich tez mozemy wybra¢ na 5 sposobéw. Zatem w
przypadku a) mamy 5* mozliwo$ci.

W przypadku b) cyfre parzysta, stojaca na pierwszym miejscu, mozemy wybrac na 4
sposoby.

Na pozostatych miejscach mamy rozmiesci¢ jednag cyfre nieparzysta oraz dwie cyfry
parzyste. Miejsce dla cyfry nieparzystej mozemy wybrac¢ na 3 sposoby; na pozostatych
dwéch miejscach umie$cimy cyfry parzyste. Cyfre na kazdym z tych trzech miejsc mozna
wybra¢ na 5 sposob6w. Zatem w przypadku b) mamy 4-3-5° =125’ mozliwoSci.

W obu przypadkach lacznie otrzymujemy 5'+12-5° = (5+12)'53 =17-125=2125 liczb

spelniajacych warunki zadania.
Zadanie 40. (0-4)

Z pojemnika, w ktorym jest pie¢ losow: dwa wygrywajace i trzy puste, losujemy dwa
razy po jednym losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzymamy co
najmniej jeden los wygrywajacy. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

Rozwigzanie I (model klasyczny)
Oznaczmy przez w,, w, losy wygrywajace, a przez p,, p,, p, losy puste. Wszystkie

wyniki losowania dwdch loséw bez zwracania mozemy przedstawi¢ w tabeli: wynik
pierwszego losowania wyznacza wiersz, a wynik drugiego losowania - kolumne, w
przecieciu ktorych lezy pole, odpowiadajace tej parze losowan. Pola potoZzone na
przekatnej odrzucamy, gdyz odpowiadatyby one wylosowaniu dwukrotnie tego samego
losu, a to jest niemozliwe, gdyz losujemy bez zwracania.

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch losow, wsrdd ktérych co
najmniej jeden jest wygrywajacy. Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A
zaznaczamy w tabeli krzyzykiem (x).

W | W, | Py | Py | Ps

w, X X X X




Mamy wiec 20 wszystkich zdarzen elementarnych, czyli |Q|:20, oraz 14 zdarzen

elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A, czyli |A| =14.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest zatem réwne P(A) = _7__7,

Rozwigzanie II (metoda drzewa)

Losowanie z pojemnika kolejno dwoch loséw bez zwracania mozemy zilustrowaé za
pomoca drzewa, gdzie w oznacza wylosowanie losu wygrywajacego, a p - losu pustego.
Pogrubione gatezie drzewa odpowiadajq zdarzeniu A polegajacemu na wylosowaniu
dwéch loséw, wsrdd ktorych co najmniej jeden jest wygrywajacy. Na odcinkach drzewa
zostaty zapisane odpowiednie prawdopodobienstwa.

N
~lw
NN
ENN)

w p w p

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia A jest réwne
P(A)z%%+2'3 32 2+6+46_14 7

== = = .
54 54 20 20 10
Zadanie 41. (0-3)

Wykaz, ze prawdziwa jest nierdwno$¢/2° +1++/2°° -1 <2%.

Rozwigzanie |
Dla dowodu przeksztatcimy w sposéb rownowazny teze.

Poniewaz obie strony danej nieréwnosci v2% +1++2% -1 <2% s3 dodatnie, mozemy je
podnie$¢ do kwadratu. Otrzymujemy kolejno:

(V27 14427 —1)2 <(2*)
20 4142420 41429 1427 —1 <27
2:2%+2,)(2" -1)(2° +1) < 2%

2 [2100 _1 <252 _251
V2% —1<2%.

Obie strony tej nierdwnosci sg takze dodatnie, wiec podnoszac je do kwadratu
otrzymujemy

2100 _1 < 2100
Otrzymana nier6wnos¢ jest oczywiscie prawdziwa, a zatem dana w zadaniu nier6wnos¢
jest rowniez prawdziwa, co konczy dowaod.



Rozwigzanie Il

Oznaczmy a= 2% +1, b= 2% 1, Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb a, b, takich, ze
a # b, mamy (a—b)2 >0,skad a®>+b*> > 2ab. Wobec tego

(a+b) =a’+b*+2ab<a’ +b’ +a’ +b* =2(a’ +5°) =2(2° +1+2% 1) =2".

Stad a+b <2 =2, co koficzy dowéd.

Zadanie 42. (0-5)

W roku 2015 na uroczystoSci urodzinowej kto§ spytat jubilata, ile ma lat. Jubilat
odpowiedziat: jezeli swdj wiek sprzed 27 lat pomnoze przez swoj wiek za 15 lat, to
otrzymam rok swojego urodzenia. Oblicz, ile lat ma ten jubilat.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x obecny wiek jubilata (w latach). Wéwczas wiek jubilata sprzed 27 lat
jest rowny x-27, wiek, jaki bedzie miat za 15 lat, jest réwny x+15, a rok jego urodzenia to
2015-x.

Mamy wiec rownanie (x—27)(x+15)=2015—x.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy x* —11x—2420=0.

Rozwigzaniami tego rdwnania sg liczby x=55, x = - 44.

Stad wiemy, ze jubilat w roku 2015 obchodzi 55. urodziny.



