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Wprowadzenie

Prezentowany zbiér zadan jest przeznaczony przede wszystkim dla osob zamierzajacych
zdawa¢ egzamin maturalny z matematyki w formule obowigzujacej od 2015 roku. Zbior ten
moze by¢ réwniez wykorzystywany przez nauczycieli matematyki w procesie dydaktycznym
Jako material uzupeliajacy, poniewaz zawiera wiele zadan w nowym stylu, o interesujace;j,
zmuszajacej do myslenia tresci; takze takie, ktorych nauczyciele nie znajdg w obecnych na
rynku publikacjach.

W zbiorze zamieszczono 134 zadania, ktére mogg wspomoc uczniow w trakcie przygotowan
do zdawania obowigzkowego egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym.

Zadania zostaty pogrupowane tematycznie, zgodnie z nast¢pujaca klasyfikacja:
. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne. ROwnania i nierownosci;

. Funkcje;

1
2
3. Ciagi;
4. Geometria (planimetria, stereometria, geometria analityczna ptaszczyzny, trygonometria);
5

. Prawdopodobienstwo i kombinatoryka (wraz z elementami statystyki).

Zgodnie z wymaganiami maturalnymi w zbiorze znajduja si¢ zarowno zadania zamknigte,
w ktorych tylko jedna z podanych odpowiedzi jest prawdziwa, jak i zadania otwarte, wymaga-
jace przedstawienia petnego rozwigzania, w tym zadania na dowodzenie.

Uczen samodzielnie przygotowujacy si¢ do egzaminu maturalnego, ktory nie bedzie mial po-
mystu na rozwigzanie zadania, moze liczy¢ na pomoc w postaci wskazéwek oraz komentarzy
towarzyszacych kazdemu zadaniu, podpowiadajacych kolejne etapy rozwigzania
i uzasadniajacych przyjeta strategie. Do wszystkich zadan zamknigtych podano prawidlowe
odpowiedzi, co pozwoli uczniowi sprawdzi¢ poprawnos¢ ich rozwigzania. Do zadan otwar-
tych przedstawiono pelne rozwigzania, niekiedy na kilka sposobow. Tym samym uczen bez
pomocy nauczyciela, podazajac za wskazéwkami 1 sledzac poszczegdlne etapy rozwigzania,
bedzie w stanie pokonaé zasadnicze trudnos$ci zadania lub w pelni je rozwigzac.

Ponadto do kazdego zadania podano wymagania egzaminacyjne ogdlne 1 szczegdtowe
Z obecnie obowigzujacej Podstawy programowej dla IIT (gimnazjum) i IV (szkota ponadgim-
nazjalna) etapu ksztalcenia.

Mamy nadzieje, ze proponowany zbidr zadan bgdzie pomocny uczniom w przygotowaniu si¢
do egzaminu maturalnego z matematyki, a nauczycielom pozwoli wzbogaci¢ proces naucza-
nia o ciekawe zadania i ulatwi im realizacj¢ najwazniejszego celu ksztalcenia matematyczne-
go: uczen konczacy kolejny etap edukacyjny bedzie znatl i rozumiat pojgcia matematyczne,
ale przede wszystkim bedzie umial stosowa¢ wiedze teoretyczng w rozwigzywaniu proble-
moéw, rowniez w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym.

Autorzy
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1. Zadania

1.1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne.
Réwnania i nierdwnosci

Zadanie 1.

Na poczatku roku akademickiego mezczyzni stanowili 40% wszystkich studentoéw. Na koniec
roku liczba wszystkich studentow zmalata o 10% i1 wowczas okazalo si¢, ze mezczyzni sta-

nowia 335% wszystkich studentow. O ile procent zmienita si¢ liczba mezczyzn na koniec

roku w stosunku do liczby mezczyzn na poczatku roku?

Komentarz do zadania

Najpierw musisz ustali¢, jakim procentem (badz utamkiem) liczby wszystkich studentéw
przyjetych na poczatku roku jest liczba mezczyzn na koniec roku. Jesli liczba studentow na
poczatku roku wynosi X 1 wsrdd nich jest 40% mezczyzn, to liczba mezezyzn w zaleznosci
od x wynosi 0,4x. Na koniec roku liczba wszystkich studentow zmniejszyta si¢ 0 10%. Za-

tem ile wyniosta w zaleznosci od X ? Mezczyzni stanowili wtedy 33%% tej liczby studentow,

czyli ile w zalezno$ci od X ? Nastepnie musisz policzy¢, jakim procentem (badz ulamkiem)
liczby me¢zczyzn na poczatku roku (100%) jest liczba m¢zczyzn na koniec roku. Teraz juz
mozna odpowiedzie¢ na pytanie, o ile procent zmienila si¢ liczba mezczyzn na koniec roku
w stosunku do liczby me¢zczyzn na poczatku roku.

Rozwigzanie

Przeprowadzamy analiz¢ zadania.

Liczba studentow Liczba mezczyzn
Poczatek roku X 0,4x
Koniec roku 0,9x
331%-0,9x :l.ﬂx =0,3x
3 310

Ustalamy, jakim procentem liczby me¢Zczyzn na poczatku roku jest liczba mezczyzn na koniec
roku:

0,4x — 100%,
0,3x — p%.
Zatem p=75%.

Liczba mezczyzn na koniec roku zmalata o 25% w stosunku do liczby mezczyzn na poczatku
roku.
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Zadanie 2.

Funkcja f jest funkcjg kwadratowg. Zbiorem wszystkich rozwigzan nierownosci f(x)<0

jest przedziat (1,5). Rozwigz nierdowno$¢ —f (x+3) <O0.

Komentarz do zadania

Czy wiesz, jak moze wyglada¢ wykres funkcji kwadratowej, ktorej zbiorem rozwigzan nie-
rownosci f(x) <O sg liczby rzeczywiste z przedziatu (1,5)?
Aby rozwigza¢ zadanie, naszkicuj wykres funkcji y =—f (x+3).

Z podanego wzoru wynika, ze nalezy wykres funkcji f przesunaé w lewo wzdtuz osi Ox 0 trzy
jednostki. Miejscami zerowymi bedg odpowiednio liczby X=-2 1 x=2.

Druga czynnos$cig bedzie przeksztalcenie wykresu funkcji y= f(x+3) przez symetri¢
wzgledem osi OX. Zauwaz, ze to przeksztalcenie zmienia kierunek ramion paraboli, ale nie
zmienia punktow lezgcych na osi Ox, wige liczby X=-2 i X=2 s miejscami zerowymi
funkcji y = f(x+3).

Zadanie 3.

Wartos¢ wyrazenia jest rowna

Ya.3-16
-8

1 1

A. 23 B. 22 C. 2" D. 27
Zadanie 4.
Odwrotnoscig liczby 22 (%j_a jest liczba

1 L u 1
A -2 B.-2 2 C.2 2 D. 22
Zadanie 5.

1 1
Liczba /47 -24-16% jest rowna
1 1 1 11

A. 26 B. 2¢ C. 23 D. 212
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Zadanie 6.

Dane sa liczby a=1og3, b=Ilog2. Wyznacz logarytm dziesi¢tny z liczby 72 za pomoca
aib.

Zadanie 7.

Liczba o 2 wigksza od liczby log, 4 jest rowna

A. log. 6 B. log. 8 C. log, 29 D. log, 100

Zadanie 8.

Na lokacie ztozono 1000 zt przy rocznej stopie procentowej p% (procent sktadany). Odsetki
naliczane sg co kwartal. Po uptywie roku wielko$¢ kapitatu na lokacie bgdzie rowna

4 4
A. 1000( 1+ 2P B. 1000 1+ P C. 10001+ P D. 1000[ 1+ P
100 100 400 400

Zadanie 9.

Dany jest trojkat o bokach dtugosci a, b, c. Stosunek a:b:c jest rowny 3:5:7. Ktore zdanie
jest falszywe?

A. Liczba c jest 0 12,5% mniejsza od liczby a+b.
B. Liczba a stanowi 20% liczby a+b+c.

C. Liczba a stanowi 25% liczby b+c.

D. Liczba b to 60% liczby c.

Zadanie 10.

Nominalna stopa oprocentowania lokaty wynosi 3% w stosunku rocznym ( e uwzgledni
podatku). Odsetki kapitalizowane sa na koniec kazdego kolejnego okresu czteromiesiecznego.
Oblicz, jaka kwote wptacono na t¢ lokate, jeSli na koniec o$miu miesigcy oszczedzania
na rachunku lokaty bylo o0 916,56 zt wiecej niz przy jej otwarciu.

Zadanie 11.

W pewnej szkole przez trzy kolejne lata zmieniata si¢ liczba uczniow. W pierwszym roku
liczba uczniéw zmalata i na koniec roku byla o 10% mniejsza niz na poczatku. W drugim
roku wzrosta i ukonczyto go 20% wigcej uczniéw niz pierwszy. O ile procent, w stosunku do
liczby uczniéw konczacych drugi rok, zmniejszyta si¢ ich liczba w nastepnym roku, jesli na
koniec trzeciego roku byto tyle samo ucznidow co na poczatku pierwszego? Wynik zaokraglij
do 0,1%.

Zadanie 12.

Autobus nazywamy przepetnionym, jezeli w pewnym momencie znajduje si¢ w nim co naj-
mniej 50 pasazeréw. Dwoch inspektorow monitoruje liczbe pasazerow w tych samych dzie-
sieciu autobusach. Jeden z nich obliczyl, jaki procent wszystkich autobuséw stanowig autobu-
sy przepetnione, a drugi — jaki procent wszystkich pasazerow w 10 autobusach stanowili
pasazerowie podrozujacy przepelnionymi pojazdami. Wiadomo, ze liczba autobusow prze-
pelnionych nalezy do zbioru {1,2,...,9}. Ktory z inspektorow otrzymat wieksza liczbe?



8 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

Zadanie 13.
Dane sg liczby
a=3log,2—-log,16,

b=2log,6—-10g,18.
Wykaz, ze a+b=0.
Zadanie 14.
Uzasadnij, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich X r6znych od % warto$¢ wyraze-

nia log,, (3X2 ) +log,, (9x) jest wigksza od 2.

Zadanie 15.
Na rysunku przedstawiono wykresy trzech parami przecinajacych si¢ prostych.

Te proste to

X—2y=-1 X=2y=-1
A 3x+y=11 B. 3x+y=-11

3x+8y=-17 3x+8y=-17

x—-2y=1 X—-2y=-1
C. 3x+y=11 D. 3x+y=11

3x+8y=-17 3x+8y =17
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Zadanie 16.

Dany jest trojkat ABC, ktérego boki zawieraja si¢ w prostych o rownaniach: y:%X+1,

y=7-x oraz y=0. Oblicz pole trojkata ABC.

Zadanie 17.

4x+y+2=0

) jest sprzeczny, za$

Wyznacz takie liczby a i b, dla ktorych uktad rownan
ax“+y+b=0
4x+y-2=0

) ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
b’x+y+a=0

uktad rOwnan {

Zadanie 18.

Rozwigzaniem ukladu rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi jest para ré6znych
dodatnich liczb catkowitych. Jednym z rownan tego uktadu jest 2x+y =6. Wyznacz drugie

réwnanie ukladu, wiedzac, ze jest to rownanie prostej przechodzacej przez poczatek uktadu
wspotrzednych.

Zadanie 19.

Wsréd podanych ponizej nierownosci wskaz te, ktérej zbiorem rozwigzan jest przedzial
(-31).

A x(x+2)<3 B. x(x+4)<1 C. x(x+3)<1 D. x(x+1)<3

Zadanie 20.

W tabelce podano wartoéci funkcji kwadratowej f(x)=ax?+bx+c dla wybranych trzech
argumentow.

fx) | 2= | o | -2=

Rozwiaz nierownos¢ f(x)=>0.

Zadanie 21.

Rozwazmy prostokat o polu mniejszym od 24, w ktorym jeden bok jest od drugiego dtuzszy
0 5. Oblicz dlugos¢ dtuzszego boku prostokata, jesli jest ona liczba catkowita parzysta.
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Zadanie 22.

3(2-x) 3 . :
Ax_3 = E nie ma takiego samego rozwigzania, jak roOwnanie
X —_

A. 6(2—-x)=3(4x-3)

Réwnanie

B. %(6—3X):4X—3

C. 9(2—x)=2(4x-3)

D. 3(2-x) =~ (4x-3)

Zadanie 23.

Do wyrazenia il okres$lonego dla X #—1 dodano jego odwrotno$¢. Oblicz X, dla ktorego
X+

otrzymana suma jest rowna 2.

Zadanie 24.

Do napetniania basenu stuza dwie pompy. Pierwsza z nich ma wydajnos¢ o 20% wigksza niz
druga. Napelnienie pustego basenu tylko druga pompa trwa o 1 godzing i 40 minut dtuzej niz
przy uzyciu tylko pierwszej pompy. Oblicz, jaka czg¢$¢ pustego basenu napetnig w ciggu jed-
nej godziny obie pompy, pracujac jednoczesnie.

Zadanie 25. Ty

Na rysunku obok jest przedstawiony fragment wy-
kresu funkcji kwadratowej f. Osig symetrii paraboli f
jest prosta o rownaniu X =-3.

Rozwigzaniem nierownosci f (X) <0 jest zbior

A. (0,-3) )
B. (-3,3) / ’

C. (-6, 3) T3

D. (-9,3)

Zadanie 26.

Funkcja W jest okre§lona wzorem W (x)=3x* —bx—2a dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Rownose¢ W (—1)+W (1) =0 zachodzi, gdy

A a== B.a== C.a=1 D.a=-1
3 2
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Zadanie 27

2

Na tablicy zapisano nastepujace potegi: (22 )(22) , (2)(222) , ( 222) | 2)(22)2 '

lle réznych liczb reprezentujg te zapisy?
A 4 B.3 C.2 D.1

1.2. Funkcje

Zadanie 28.

Wyznacz wzor funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej, wiedzac, ze zbiorem wartosci tej
funkcji jest przedziat (—00, —1> , a warto$¢ —5 osigga ona dla dwdch argumentow: 2 i 10.

Komentarz do zadania

Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej, ktora spetnia warunki podane w zadaniu. Zbior war-
tosci tej funkcji to przedziat (— oo,—1>, zatem ramiona paraboli skierowane sg w dot. Wiesz,
ze wykres tej funkcji przechodzi przez punkty (2,—5) i (10,—5). Zauwaz, ze punkty te leza
symetrycznie wzgledem pewnej prostej — osi symetrii paraboli. Wierzchotek paraboli lezy na

tej prostej. Dzigki temu mozesz juz podaé pierwsza wspotrzedng wierzchotka tej paraboli.
Drugg odczytasz ze zbioru warto$ci funkcji f . Chociaz twoim zadaniem jest napisanie wzoru

funkcji w postaci ogolnej, to jednak na poczatku bardziej pomocna bedzie posta¢ kanoniczna.
Napisz te posta¢, wstawiajac odpowiednio wyznaczone wczesniej wspotrzedne wierzchotka
paraboli. Do obliczenia pozostat jeszcze wspotczynnik a. Czy wiesz, jak go wyliczy¢? Jesli
nie, to skorzystaj z faktu, ze do paraboli nalezy np. punkt (2,—5). Po wyliczeniu a pozostaje

jeszcze doprowadzi¢ wzor do postaci ogdlne;.

Rozwiazanie

Wykorzystujemy wiasno$¢ paraboli dotyczaca symetrii wzglgdem prostej X=p, gdzie

D= 2+10
2

Zatem wierzchotek paraboli ma wspohrzedne W =(6,-1).

=6.

j t t fx =ax—6)"-1.
Wykorzystujemy fakt, ze do wykresu funkcji nalezy punkt (2, — 5):
—5=a(2-6)* -1,
1
a=-=;
4

1 1
f(X)=—=(x-6)>"—-1=—=x*>+3x-10.
(x) 4( ) 2
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Zadanie 29.

Na rysunku sg przedstawione fragmenty wykreséw funkcji kwadratowych f i g. Funkcja f jest
okreslona wzorem f (X) =—x*+6x—5, a mniejsze z jej miejsc zerowych jest jednoczesnie
miejscem zerowym funkcji g. Wierzchotek W paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, lezy na

y y=9g(x)

W

0
N
z

y=f()

wykresie funkcji g, a wierzchotek Z paraboli bedacej wykresem funkcji g lezy na osi Oy ukta-
du wspoéirzednych.

Wyznacz wzor funkcji g.

Komentarz do zadania

Wykorzystaj podany wzor funkcji f i oblicz miejsca zerowe (mozesz wykorzystaé wzory na
pierwiastki trdjmianu kwadratowego). Otrzymasz w ten sposob jedno z miejsc zerowych
funkcji g. Wyznacz wspotrzedne wierzchotka W paraboli bedacej wykresem funkcji f. Wyko-
rzystaj teraz informacje, ze punkt W lezy na wykresie funkc;ji g.

Co wynika z faktu, ze wierzcholek Z paraboli bedacej wykresem funkcji g lezy na osi Oy
uktadu wspotrzednych?

Zadanie 30.
Roéznica najwigkszej 1 najmniejszej wartosci, jakie funkcja kwadratowa

f (x):—£x2—2x+6
2
przyjmuje w przedziale (-3,k) dla k >0 jest rowna 4%. Oblicz k.

Komentarz do zadania

Zauwaz, ze ramiona paraboli bedacej wykresem funkcji f (X) = —% X2 —2X+6 sg skierowane

w dot. Najwieksza wartoscig tej funkcji rozpatrywanej w zbiorze liczb rzeczywistych jest
q=f(p), gdzie (p.q) sa wspotrzednymi wierzchotka paraboli.

Oblicz pierwsza wspotrzedng wierzchotka paraboli 1 sprawdz, czy nalezy do przedziatu
<—3, k> a nastgpnie oblicz najwigksza wartos¢, jakg przyjmuje ta funkcja.
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Najmniejszg warto$¢ funkcji obliczysz, wykorzystujac dang w zadaniu réznice mi¢dzy naj-
wicksza i najmniejsza wartos$cia tej funkcji w przedziale <—3, k>.

Teraz oblicz argument, dla ktorego funkcja f przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowng 3% .
U6z 1 rozwigz rdwnanie oraz wybierz odpowiedz spetniajgcg warunki zadania.

Zadanie 31.
Na rysunku 1. jest przedstawiony wykres funkcji f, a na rysunku 2. — wykres funkcji g.

by by

IS
IS

w
w

N
N

!
A 4
[EEN
A 4

5 4 -3 -2 0 ] 3 4 ¢ 5 4 -3 -2 -1\0 | 3 4 ¢
2 2
Rys. 1. Rys. 2.

Funkcja g jest okreslona wzorem
A. g(x)=—f(x) B. g(x)=f(—x) C.g(x)=f(x)+4 D.g(x)="f(x)-4

Zadanie 32.

Wyznacz warto$¢ najwigksza funkcji f(x)= w przedziale (1,3).

X% +4x—
Zadanie 33.

Funkcja f, ktorej dziedzing jest zbiér (—15), jest okreslona wzorem f(X)=—x*+6x+5.
Wyznacz zbidr wszystkich warto$ci funkcji f.

Zadanie 34.

Wykres funkcji kwadratowej f przecina o§ Ox w punktach X=1 oraz Xx=3 i przechodzi
przez punkt (O,—3). Wykres ten przesuni¢to i otrzymano wykres funkcji kwadratowej

g(x)=f (x—p). Wierzchotek funkcji g lezy na osi Oy . Wyznacz wzor funkcji g.
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Zadanie 35.

Parabola, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej f (x)=ax’+bx+c, przechodzi przez

punkt (—2,10) oraz f(—1)= f(3)=0. Oblicz odlegtos¢ wierzchotka paraboli od poczatku
uktadu wspotrzednych.

Zadanie 36.

Dana jest funkcja kwadratowa f (x)=ax*+4x+1. Wierzcholek paraboli, ktora jest wykre-

sem tej funkcji, lezy na prostej o rownaniu y =-5. Oblicz wspotrzedne tego wierzchotka.

Zadanie 37.

Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f (x)= —% X2 —2x+c jest przedzial (—oo, 7). Zatem

wspotczynnik C jest rowny

A -3 B. 4 C.7 D. 10

Zadanie 38.
Najwicksza warto§¢ funkeji kwadratowej f(x)=a(x— 2)2 —4, gdzie a#0, wprzedziale

domknigtym (—4,-2) jest rowna 12. Wyznacz najmniejsza warto$¢ funkcji f w przedziale
(~4,-2).

Zadanie 39.

Funkcja kwadratowa f, ktorej miejscami zerowymi sg liczby —2 i 4, dla argumentu 1 przyjmu-
je wartos¢ 3. Uzasadnij, ze wykres funkcji f ma dwa punkty wspolne z prosta y =2.

Zadanie 40.

Wierzchotki trojkata ABC lezg na paraboli, ktora jest wykresem pewnej funkcji kwadratowej f
(zobacz rysunek).

A B T

/ \

Pole trojkata jest rowne 8, punkt C = (1, 4) jest wierzchotkiem paraboli, a punkty A i B leza na
0si Ox. Wyznacz wzor funkcji f.
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Zadanie 41. y
W ukfadzie wspétrzednych na plaszczyznie rysujemy
tamane. Kolejne wierzchotki kazdej z tych tamanych to Ag A1o
punkty: Ag
A=(00), A=(10), A=(L-1), N RN
of 1 X

A=(-1-1), A=(-11), A=(21)
I tak dalej. Na rysunku obok jest przedstawiona tamana
skfadajaca si¢ z dziesigciu odcinkow, ktorej ostatnim — Ag A;
wierzchotkiem jest punkt A, =(3,-3).

Ay Az

A1

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej
n>1 dlugos¢ tamanej ztozonej z 2n odcinkéw, czyli takiej, ktorej poczatkowym wierzchot-
kiem jest punkt A/, akoncowym A, .. Wyznacz wzor funkcji f oraz oblicz jej wartos¢ dla

n=233.

Zadanie 42.

NG

Dany jest trojkat prostokatny o katach ostrych « i £, w ktorym sina = -3 Wtedy

B & B NG

A. cosa =— B. cos f=— C. taa =— D. tqB = 1~
a 5 B 3 ga 3 ap >

Zadanie 43.

Dana jest liczba a =sin72°. Zapisz liczbe 1+tg?72° w zaleznosci od a.

Zadanie 44.

. " . . 2sina—-3cosa . .. . . :
Oblicz warto$¢ wyrazenia —, jesli wiadomo, Zze o jest katem ostrym oraz
3cosa —5sina

tgax =3.

Zadanie 45.

Katy a i f sa katami ostrymi w trojkacie prostokatnym i coSa = % Oblicz tga -sin .

Zadanie 46.
Dla pewnego kata ostrego a funkcje trygonometryczne sinus 1 cosinus majg wartosci

47
.

: 1 1 o
sma:a—z, cosa:a+z. Uzasadnij, ze tga =
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Zadanie 47.

Kat o jest katem ostrym oraz CoS« =3 Wykaz, ze §rednia arytmetyczna liczb: a=sin«,

\/§+1

6

tgo

1 . .
b == oraz c =—=— jest rowna
2 3

Zadanie 48.

35

Wykaz, ze jezeli o i f sa katami ostrymi takimi, ze sina = e oraz tgf =+/35,10 a = 4.

Zadanie 49.

X2 +2x-3
x* —3x—6
gumentu, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartos¢ 2.

Funkcja wymierna f jest dana wzorem f (x) . Wyznacz wszystkie warto$ci ar-

Zadanie 50.

Najmniejsza wartoscia, jaka funkcja kwadratowa f dana wzorem f (x)=ax*+bx+c przyj-
muje w przedziale (0,4), jest f (2). Uzasadnij, ze a>0 i b<0.

Zadanie 51.

Funkcja kwadratowa f przyjmuje w przedziale (0,3) najwigksza wartos¢ dla argumentow 0 i 3.

Uzasadnij, ze w przedziale (—2,5} funkcja f przyjmuje najwicksza warto$¢ dla argumentow
-2ib5.

1.3. Ciagi

Zadanie 52.

Oblicz sume¢ wszystkich parzystych liczb catkowitych dodatnich nie wigkszych od 1000
I niepodzielnych przez 3.

Komentarz do zadania

Mozesz obliczy¢ sume wszystkich liczb catkowitych parzystych nie wigkszych od 1000
i odja¢ od niej sume liczb parzystych podzielnych przez 3.

Ile jest liczb catkowitych dodatnich parzystych nie wigkszych od 1000? Jaki cigg tworza te
liczby? Oblicz jego sumeg.

Ile jest liczb catkowitych dodatnich parzystych podzielnych przez 3 (czyli podzielnych przez
6)? Zauwaz, ze najwigksza liczba parzysta podzielng przez 3 i nie wigkszg od 1000 jest 996.
Skoro liczb od 1 do 996 jest 996, z czego co szoOsta bedzie podzielna przez 6, to takich liczb
jest 996 : 6 = 166. Oblicz sumg 6 + 12 + 18 + ... + 996.

Teraz mozesz juz obliczy¢ sume wskazanych liczb.
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Rozwiazanie

Liczb catkowitych dodatnich parzystych nie wigkszych od 1000 jest 500. Obliczamy sumg
wszystkich liczb naturalnych parzystych nie wigkszych od 1000, korzystajac ze wzoru na su-
m¢ N poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego:

2+1000

-500 = 250500.

Liczby catkowite dodatnie parzyste podzielne przez 3 zapisujemy w postaci: 6X, gdzie x jest
liczbg catkowita dodatnig. Najwieksza liczbg parzysta podzielng przez 3 i1 nie wigksza
od 1000 jest 996, zatem liczb catkowitych dodatnich podzielnych przez 6 jest 166 (liczb od 1
do 996 jest 996, z czego co szosta bedzie podzielna przez 6, stad 996 : 6 = 166).

Obliczamy sumg¢ wszystkich liczb naturalnych parzystych podzielnych przez 6, korzystajac ze
wzoru na sume N poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego:

6+ 996

-166 = 83166.
Obliczamy sum¢ wszystkich parzystych liczb catkowitych dodatnich nie wiekszych od 1000
I niepodzielnych przez 3:

250500 -83166 =167334.

Odpowiedz: Suma wszystkich parzystych liczb catkowitych dodatnich nie wigkszych od 1000
i niepodzielnych przez 3 jest rowna 167334.

Zadanie 53.

W pewnym ciggu geometrycznym (an) wyraz a, jest osiem razy wigkszy od wyrazua, . Dru-
gi wyraz tego ciagu jest rowny 6. Znajdz najmniejsza liczb¢ naturalng k taka, ze a, >100.

Komentarz do zadania

Kazdy z wyrazow ciggu geometrycznego mozna przedstawi¢ za pomocg pierwszego wyrazu
I ilorazu ciagu. Zapisujac w ten sposoéb wyraz a, oraz podang w zadaniu zalezno$¢ miedzy
nim a pierwszym wyrazem, mozesz obliczy¢ nieznany iloraz ciggu (czy w danym ciggu

pierwszy wyraz lub iloraz moze by¢ réwny 07?). Znajac iloraz i drugi wyraz ciaggu, mozesz
obliczy¢ pierwszy wyraz i zapisa¢ wzdr ogolny ciagu, a potem zbada¢ (chocby sprawdzajac
kolejne wyrazy), kiedy wyraz ciggu jest wickszy od 100.

Zadanie 54.

Trojwyrazowy cigg (X+1,x—1,2x) jest arytmetyczny dla
A Xx=-3 B. x=-1 C. x=0 D. x=2

Zadanie 55.
W ciggu arytmetycznym (a,) dla n>1, a =8 oraz a+a,+a;=33. Wtedy suma
a, +as +ag jest rOwna

A. 44 B. 60 C.69 D. 93
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Zadanie 56.

2 —
Suma n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego (a, ) dana jest wzorem S = UL 425n ,

gdzie n>1. Roznica ciagu arytmetycznego (b,) jest rowna g oraz jego piaty wyraz jest

réwny 8. Wyznacz sume 17 poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (Cn ), wiedzac, ze

c, =2b, —a,, gdzie n>1.

Zadanie 57.
Suma 23 poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,) dla n=1 jest rowna 1564. Ob-

licz $rednig arytmetyczng wyrazow a, i a,,.

Zadanie 58.
Dany jest ciag arytmetyczny (a,) okreslony dla n>1. Wykaz, ze ciag (b, ), okreslony dla
n =1 wzorem ogdlnym b, =2a,,, +4a,,, jest arytmetyczny.

Zadanie 59.
Skonczony cigg arytmetyczny ma nieparzysta liczbe wyrazéw. Wszystkie wyrazy tego ciggu
sg liczbami catkowitymi. Uzasadnij, ze sSrodkowy wyraz jest dzielnikiem sumy tych wyrazow.
Zadanie 60.

W ciggu geometrycznym rosngcym Pierwszy wyraz jest r(')wny(—16), a sibdmy wyraz jest

rowny [—%j . Kwadrat czwartego wyrazu jest rOwny

2 2
A -2 B. 4 c. (3] 0. (%)
8 8

Zadanie 61.
W ciaggu geometrycznym (an ) , w ktorym a, =1, znane sa wartosci dwoch wyrazow: a, =16

I 8, =32, gdzie k jest pewna liczba catkowita dodatnig. Wyznacz wyraz a,,.

Zadanie 62.

Kacper przez 5 dni zapisywal swoje wydatki. Zauwazyl, ze kazdego dnia wydatki byty nizsze
0 20% w stosunku do wydatkéw poprzedniego dnia. Oblicz kwote, jaka Kacper wydat w tym
czasie, jesli pigtego dnia wydat 20,48 zi.

Zadanie 63.

W ciaggu geometrycznym (a,) o réznych i niezerowych wyrazach réznica migdzy wyrazami
piatym i trzecim jest trzy razy wigksza niz réznica migdzy wyrazami czwartym i trzecim. Ob-
licz iloraz ciggu (a, ).
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Zadanie 64.

Dany jest cigg geometryczny (a,) o wszystkich wyrazach réznych od zera, okreslony dla

n>1. Wykaz, ze cigg (b, ), okreslony dla n>1 wzorem ogélnym b, =a,-(2a, +2)2, jest
geometryczny.

Zadanie 65.
Dana jest funkcja wykladnicza f(x)=2" oraz cigg o wyrazie ogélnym a, = f(3n),
dla n>1. Wykaz, ze cigg (a,) jest geometryczny i oblicz iloraz tego ciggu.

Zadanie 66.
Skonczony ciag (ai, a,, a,, a,, as) jest geometryczny. Uzasadnij, ze majac dany tylko wy-

raz srodkowy @, , mozna obliczy¢ iloczyn wszystkich wyrazéw tego ciagu.

1.4. Geometria

Zadanie 67.

Trojkat ostrokatny ABC jest wpisany w okrag o srodku O i promieniu 4. Kat CAB jest rowny
katowi OCB oraz kat CBA jest rowny katowi OCA. Oblicz dtugo$¢ wysokosci CD opuszczo-
nej z wierzchotka C na bok AB.

Komentarz do zadania

Korzystajac z zaleznosci miedzy katami wpisanym i srodkowym opartymi na tym samym
tuku, ustal zwigzek miedzy katami CAB i BOC. Dzigki temu wszystkie katy trojkata BOC
uzaleznisz tylko od kata CAB, co pozwoli go wyznaczy¢. Podobnie mozesz wyznaczy¢ miare
kata CBA, korzystajac z zaleznosci migdzy katami CBA i AOC. W ten sposob otrzymasz
istotng informacje na temat typu trojkata ABC, ktora pozwoli na podanie dtugosci wysokosci
CD (w jakim trdjkacie promien okrggu opisanego jest rowny jednej z wysokosci?).

Rozwiazanie
Oznaczmy katy: ZCAB =«a, Z/ABC = 3.

Z twierdzenia o kacie srodkowym i wpisanym opartych na tym samym tuku otrzymujemy, ze

Z/COB =2« . Poniewaz ZOCB = Z0OBC = «, otrzymujemy o = M , czyli ¢ =45°,

Analogicznie dowodzimy, ze S =45°.

Wobec tego trojkat ABC jest trojkatem prostokatnym rownoramiennym, co oznacza, ze Wyso-
ko§¢ CD ma dtugos¢ rowna promieniowi, czyli [CD|=4.
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Zadanie 68.

Podstawg ostrostupa ABCDS jest romb o boku dtugosci 3. Krawedz boczna DS ma dlugos¢ 4
I jest jednoczesnie wysokoscig tego ostrostupa. Dhugosci pozostatych trzech krawedzi bocz-
nych sg rowne (zobacz rysunek).

Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Komentarz do zadania

Zwro¢ uwage, ze wszystkie trzy trojkaty ADS, BDS i CDS sa prostokatne, maja wspdlng
przyprostokatng DS, a krawedzie boczne AS, BS i CS sg przeciwprostokatnymi tych trojkatow.
Jakie wigc to sa trojkaty? Wykorzystaj twierdzenie Pitagorasa i oblicz dtugosci wszystkich
bokow kazdego z tych trojkatéw. Zwrd¢ uwage na przyprostokatng BD trojkata BDS, ktora
jest jednoczesnie przekatng podstawy ostrostupa. Jak ma si¢ dlugos¢ tej przekatnej do dtugo-
$ci boku podstawy ostrostupa?

Rozwiazanie

| sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Objetos¢ tego ostrostupa jest rowna
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velp a-%p
3

ABCD ABCD *
3

Zadanie sprowadza si¢ wigc do obliczenia pola rombu ABCD.

Poniewaz krawedz DS jest wysoko$cig ostrostupa, to trojkaty ADS, BDS i CDS sg prostokat-
ne, a DS jest wspo6lng przyprostokatng kazdego z nich. Poniewaz krawedzie boczne AS, BS
i CS majg t¢ samg dlugosé, to trojkaty ADS, BDS i CDS majg réwne przeciwprostokatne.
Zatem z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze rowne sg tez przyprostokatne AD, BD i CD. To
oznacza, ze przekatna BD rombu ABCD ma takg samg dtugo$¢ jak bok tego rombu, wiec
trojkaty ABD i BCD sg rownoboczne. Pole rombu jest wigc rowne

FV3_9V3

PABCD =2- 4 2

Objetos¢ ostrostupa jest zatem roéwna

4 4 9
v =§PABCD ZE'E\/g:6‘/§-

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa jest rOwna 6\/§ .
Il sposob

Poprowadzmy wysoko$¢ SE $ciany bocznej ABS i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
S

A da

E 3
3 B

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADS otrzymujemy

|AS|* =|AD[* +|DS[*,

b? =32 + 47,
b? =25,
b=5.

Poniewaz trojkat ABS jest rOwnoramienny, gdyz |AS| :|BS| , to spodek E tej wysokosci jest
$rodkiem podstawy AB tego trojkata. Zatem |AE|=%-3=§. Z twierdzenia Pitagorasa dla

trojkata AES otrzymujemy
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|AS| =|AE[ +|ES[",

2
52:(2J +h?,

o
L

Trojkat EDS jest prostokatny, gdyz krawedz DS jest prostopadia do plaszczyzny podstawy
ostrostupa. Z twierdzenia Pitagorasa dla tego trdjkata otrzymujemy

h2

|ES[* =|ED|" +|DS/’,
h? =m?+42,

m2:9—1—16,
4

m? = 27
4

n-38
2

Zauwazmy, ze odcinek DE jest wysokoscig rombu ABCD opuszczong z wierzchotka D na bok
AB, gdyz

p 2
|AE[" +|ED|’ :@j {%} :%+%:9:|AD|2.

Zatem pole rombu ABCD jest rowne

Objetos¢ ostrostupa jest zatem rowna

4 4 9
v :§PABCD 25'5%26\/5-

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa jest rowna 6\/5 .
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Zadanie 69.

Na rysunku jest przedstawiona prosta zawierajgca przekgtng AC rombu ABCD oraz wierz-
chotki A=(-2,1) i C=(4,5) tego rombu.

= \N{ w KA~ 01 O -4‘

N
X

-8 -7 6543 -2-

s

N PO

e
v

#

Wskaz rownanie prostej zawierajacej przekatng BD tego rombu.
2 11 3 3.9

A y=——X+— B. y=—=x+4 C. y=—x+4 D.y=—x+—-
Y=73%3 Y=73 Y Y=

Komentarz do zadania

Z pewnos$cig wiesz, ze przekatne rombu sg prostopadte. Aby wyznaczy¢ rownanie prostej
zawierajace] przekatng BD, mozesz najpierw obliczy¢ wspodtczynnik kierunkowy prostej za-
wierajacej przekatng AC. Jak to zrobic?

Jaki jest wspotczynnik kierunkowy prostej BD? Przyjrzyj si¢ teraz odpowiedziom do zadania.
Na pewno zauwazysz, ze poprawna moze by¢ tylko odpowiedz B albo D.

Przekatne rombu dzielg si¢ wzajemnie na potowy, wiec prosta BD przechodzi przez $rodek
odcinka AC. Jak obliczy¢ wspotrzedne srodka odcinka AC?

Czy znajac wspotczynnik kierunkowy prostej oraz wspotrzedne punktu, przez ktdry ona prze-
chodzi, potrafisz wyznaczy¢ rOwnanie prostej?

Zadanie 70. A

Odcinek AB jest $rednicg okregu o srodku w punkcie O i promieniu
r (zobacz rysunek).

Cieciwa AC ma dhugo$¢ r+/3, wiec o)

A. |<AOC|=130°. c
B. |«ABC|=90°.

C. |<BOC| =60°. °

D. |[«BAC|=45°.
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Zadanie 71.

Punkty A, B, C, D, E sa potozone w tej kolejnosci na okr¢gu o $rodku O (zobacz rysunek). Od-
cinki BD i AC sg $rednicami tego okregu oraz |[«BEC|=60". Oblicz miarg kataCBD .

7
k)

Punkty A, B, C, D sg potozone w tej kolejnosci na okregu o srodku O (zobacz rysunek). Odci-
nek DB jest $rednicg tego okregu i |<BAC| =a, |<):CBD| =/f.Wykaz, ze a+ [ =90".

Zadanie 73.

Parami r6zne punkty A, B, C, D, E lezg na okregu. Odcinki DE i AC sg rownolegte, za$ od-
cinek BD jest $rednica tego okregu (zobacz rysunek). Wykaz, ze prosta BE zawiera wyso-
ko$¢ trojkata ABC opuszczong na bok AC .
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Zadanie 74.

Konce odcinka AB o dtugosci 9 sg srodkami okregdw o promieniach 6 1 4 (zobacz rysunek).

Punkt C lezy na odcinku AB i jest srodkiem takiego okregu, o promieniu wigkszym od 6, ze
dwa dane okregi sa do niego wewngtrznie styczne. Promien okregu o srodku C ma dtugosé

A.6,5 B.75 C.85 D.9,5

Zadanie 75.

Dwa okregi o promieniach r i R sg styczne zewnetrznie i sg styczne do wspoélnej prostej
w punktach A i B (zobacz rysunek). Oblicz warto$¢ iloczynu IR, jezeli wiadomo, ze odcinek
AB ma dtugos¢ 5.

Zadanie 76.

Dane sa dwa okregi styczne wewng¢trznie: okrag O, o $rodku S i promieniu réwnym 6 oraz
okrag O, o $rodku T i promieniu dtugosci 2. Z punktu S poprowadzono potproste styczne do
okregu O, w punktach K i L. Oblicz pole czworokata SKTL.
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Zadanie 77.

Pole trojkata ABC rowne jest S. Kazdy bok trojkata podzielono w stosunku X @y : X, gdzie X i y
sg pewnymi liczbami dodatnimi. Wyznacz pole sze$ciokata, ktorego wierzchotkami sg punkty
podzialow bokow trojkata (zobacz rysunek).

0 B

Zadanie 78.

Odcinki AD i BE przecinajg si¢ w punkcie C. W trojkatach ABC i CDE zachodzg zwiaz-
ki: |«CAB|=|«CED|, |AC|=5, |BC|=3, |CE|=10 (zobacz rysunek). Wykaz, ze trojkaty
ABC i CDE s3 podobne. Oblicz dtugo$¢ boku CD.

Zadanie 79.

Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym przyprostokgtna AC ma dtugos¢ 12. Punkt E jest
srodkiem przeciwprostokatnej AB, spodek D wysokosci CD lezy miedzy punktami Ai E,
a odleglos¢ miedzy punktami D i E jest rowna 1 (zobacz rysunek).

C

12

A D1E B

Oblicz obwad tego trojkata.
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Zadanie 80.

Na rysunku przedstawiono trapez ABCD oraz zaznaczono wysokosci DE i CF tego trape-
zu. Punkt F jest $rodkiem podstawy AB, a punkt E dzieli t¢ podstawe w stosunku 2:5.
Wykaz, ze punkt przeciecia wysokosci CF z przekatng DB dzieli t¢ przekatng w stosunku
3:7, liczac od wierzchotka D.

Zadanie 81.

W trdjkacie ABC o bokach dlugosci |AC| =h, |BC| =a i kacie migdzy nimi 60° poprowadzo-

no dwusieczng kata ACB, ktora przeci¢ta bok AB w punkcie D. Zapisz dtugos¢ odcinka CD
w zaleznosci od a i b.

Zadanie 82.

Dany jest trapez prostokatny ABCD taki, ze katy przy wierzchotkach A i D sg proste oraz
|AB|=10, |DC|=6, a przekgtna AC jest dwa razy dluzsza od ramienia DA. Na podstawie

AB obrano taki punkt X, ze |CX|=|CB| (zobacz rysunek). Oblicz sinus kata XCB.

D C

-/

Zadanie 83.

Wyznacz wspotrzedne srodka okrggu opisanego na kwadracie, ktorego jeden z bokow jest
zawarty w prostej o rownaniu y =2x—2, a punkt A=(1,5) jest jego wierzcholkiem. Rozwaz
wszystkie przypadki.
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Zadanie 84.

Dwa boki trojkata prostokatnego ABC sa zawarte w prostych o rownaniach y =2x-3 oraz

y= ix—%. Wyznacz réwnanie prostej, ktora przechodzi przez punkt K =(4,-2) i zawiera

trzeci bok trojkata ABC. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

Zadanie 85.

Réznica wspotczynnikow kierunkowych dwoch prostych jest rowna réznicy odwrotnosci tych
wspotczynnikow. Uzasadnij, ze te proste sg prostopadte albo rownolegte.

Zadanie 86.

Punkty A4 iB, ktorych pierwsze wspotrzedne sg rowne odpowiednio —2 i 2, naleza do wy-
kresu funkcji f(x) = —§+3. Oblicz wspotrzgdne punktu C, wiedzac, ze punkt B jest $rod-
kiem odcinka AC. ’

Zadanie 87.

Prosta / przecina okrag o srodku S w punktach 4 = (1 2, —éj 1 B= (1 +/2, —%) . Punkt S

lezy na prostej /. Sprawdz, czy punkt S lezy na prostej k£ o rGwnaniu x—4y =0.

Zadanie 88.
Dany jest szesciokat foremny ABCDEF, ktorego srodkiem symetrii jest punkt O = (3, VL) ) ,
a wierzchotek 4 ma wspotrzedne 4= (1, ~33 ) Wiadomo, ze punkt P = (4, 23 ) jest

srodkiem odcinka BO. Oblicz wspétrzedne pozostatych wierzchotkow tego szesSciokata.

Zadanie 89.

Punkt M =(2,1) jest srodkiem boku AB  a punkt N =(8,3) to $rodek boku BC kwadratu
ABCD. Oblicz dtugos¢ boku kwadratu ABCD.

Zadanie 90.
Trojkat o wierzchotkach 4 =(-6,0), B=(6,4) i C =(-3,-8) przeksztatcono przez symetri¢
srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych 1 otrzymano trojkat 4 B,C,. Oblicz su-

m¢ katow wewnetrznych wielokata, ktory jest czescig wspdlng trojkata ABC 1 jego obrazu, tj.
trojkata 4 B,C,.

Zadanie 91.

Prosta y=0 jest osig symetrii figury ztozonej z dwodch prostych o roéownaniach
y=(p+2)x—q i y=(q-5)x+2p. Wyznacz p i q. Narysuj te proste w uktadzie wspot-
rzgdnych.
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Zadanie 92.

Dany jest trapez rownoramienny ABCD, niebedacy rownoleglobokiem, w ktorym AB||CD
oraz A=(-9,7), B=(31), D=(-310). Trapez ABC,D, jest obrazem trapezu ABCD
w symetrii $§rodkowej wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych. Wyznacz wspdtrzedne
wierzchotkéw trapezu A B,C,D, oraz rownanie osi symetrii tego trapezu.

Zadanie 93.

Punkt P lezy wewnatrz trojkata o wierzchotkach A=(6,0), B =(0, 4) iC= (O, 0). Oznaczmy
przez P,. obraz punktu P w symetrii osiowej wzgledem prostej AC, a przez P,. obraz punktu
P w symetrii osiowej wzgledem prostej BC. Uzasadnij, ze punkty P,., C i P,. leza na jednej
prostej.

Zadanie 94.

Przedstawiona na rysunku bryla sklada si¢ z walca i potkuli. Wysokos$¢ walca jest taka, jak
promien jego podstawy i jest rowna R.

—— e —

Objetosc¢ tej bryty jest rowna

A. 7R® B. gﬁRs C. =zR® D. 2zR®

Zadanie 95.

Podstawg graniastostupa prostego czworokatnego ABCDEFGH jest kwadrat ABCD (zobacz
rysunek).

H G

A B

Kat AHC migdzy przekatnymi sgsiednich §cian bocznych ma 50°. Kat DBG migdzy przekatng
podstawy a przekatng $ciany bocznej jest rowny

A. 60° B. 65° C.75° D. 80°
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Zadanie 96.

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS, ktérego $ciany boczne sg trojkatami
rownobocznymi. Punkty G, E i F sg odpowiednio $rodkami odcinkéw AD, BC i CS (zobacz
rysunek).

N

Katem miedzy przeciwleglymi $cianami bocznymi jest kat
A.DFE B. GES C. ESG D. ASC

Zadanie 97. E

Wysokos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego ABCDEF
(zobacz rysunek) jest rowna 8, a tangens kata miedzy wysoko-
$cig trojkata ABF poprowadzong z wierzchotka F i ptaszczyzng D

43

podstawy ABC tego graniastostupa jest rowny 3 Oblicz pole
trojkata ABF. B

A
Zadanie 98.

Objetos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego, w ktoérym krawedz podstawy ma dtu-
g0s¢ 4, jest rowna 166 (zobacz rysunek).

F

A B

Oblicz miar¢ kata nachylenia przekatnej Sciany bocznej do sasiedniej §ciany boczne;.
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Zadanie 99.

W graniastostupie prawidlowym szesciokatnym krétsza przekatna graniastostupa jest nachy-

lona do ptaszczyzny podstawy pod katem S takim, ze sin = % Oblicz miarg kata a, jaki

tworzy dluzsza przekatna tej bryty z ptaszczyzng podstawy.

K J

Zadanie 100.

Dany jest ostrostup prawidlowy trojkatny o krawedzi podstawy dlugosci 6\/§ oraz krawedzi
bocznej dtugosci 12. Wyznacz miarg kata miedzy §cianami bocznymi tego ostrostupa. Wynik
podaj z doktadnoscia do 2°.

Zadanie 101.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat pomigdzy wysokoscia ostrostupa
a wysokoscig Sciany bocznej jest réwny 30°. Promien okregu opisanego na podstawie jest
rowny 22 . Oblicz sinus kata nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny pod-
stawy.

Zadanie 102.

W stozku stosunek pola powierzchni bocznej do pola podstawy jest rowny ; Oblicz sinus

kata miedzy tworzaca a ptaszczyzng podstawy tego stozka.
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Zadanie 103.

W trojkacie ABC punkt D jest srodkiem boku AB oraz |CD|=|CB| (zobacz rysunek). Bok CB
przedtuzono tak, ze |CB| =|BE| . Wykaz, ze |AC| =|DE| :

Zadanie 104.

Tworzaca stozka o kacie rozwarcia @ ma dlugos¢ 8. Pole powierzchni catkowitej tego stozka
jest rtowne 487 . Oblicz objetos¢ stozka oraz miare kata « .

Zadanie 105.

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny ABCDEFGH o krawedzi podstawy dtugosci
42 oraz krawedzi bocznej réwnej 8. Graniastostup przecieto plaszczyzng przechodzaca
przez $rodki krawedzi AD i DC oraz przez wierzchotek H (zobacz rysunek). Oblicz pole
otrzymanego przekroju.

H . G
|
I
I
|

E | F

|
|
|
|
I
|
I
|
|
|
I
|

D c
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Zadanie 106.

W szes$cianie ABCDAB,C,D, przekatna AC, tworzy z ptaszczyzng ABCD kat o . Punkty L i J
s odpowiednio $rodkami krawedzi DD, i BB, oraz |«LAJ|=2/. Uzasadnij, ze cosa =tg/3.

Zadanie 107.

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym krawedz podstawy jest 2 razy dluzsza od wysokosci
ostrostupa poprowadzonej na t¢ podstawe. Wyznacz kat nachylenia $ciany bocznej do pod-

stawy.

Zadanie 108.

Dany jest ostrostup prawidiowy czworokatny, ktérego wysokos¢ ma dtugos¢ H oraz kat mie-
dzy krawedzig boczng i plaszczyzng podstawy jest rowny 60°. Wyznacz wzor na pole po-
wierzchni bocznej tego ostrostupa w zaleznos$ci od wysokosci H.

Zadanie 109.

W stozku réznica dlugosci tworzacej i promienia podstawy jest rowna 6. Cosinus kata o
miedzy tworzacg a plaszczyzng podstawy tego stozka jest rowny e Oblicz pole powierzchni

bocznej tego stozka.

Zadanie 110.

Graniastostup prawidlowy czworokatny ABCDEFGH o krawedzi podstawy dlugosci 5 oraz

krawedzi bocznej dhugosci 56 przecigto ptaszczyzng przechodzaca przez wierzchotek A oraz
punkty L oraz J lezace na przeciwlegtych krawedziach bocznych w rownych odlegto$ciach od
dolnej podstawy. Otrzymany przekroj jest czworokatem AJKL, ktorego przekatna AK tworzy
Z ptaszczyzna podstawy kat o (zobacz rysunek). Zapisz pole tego przekroju w zaleznosci od
kata a. Jakie warto$ci przyjmuje o?
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Zadanie 111.

Dana jest prosta o rbwnaniu y = —% x+b, gdzie b>0 przecina 0§ Oy w punkcie A, za$ 0§ Ox

w punkcie B (zobacz rysunek). Pole trojkata AOB wyznaczonego przez t¢ prosta i osie uktadu
wspotrzednych jest rowne 16. Oblicz wspotrzedne srodka okregu opisanego na trojkacie AOB.

0 B\

Zadanie 112.
Punkty A=(7,6) i B=(1,-2) sa wierzchotkami trojkata réwnobocznego ABC. Promien kota

opisanego na tym trojkacie jest rowny

A 58 g, 53 1043 1043
6 -3 "6 -3
Zadanie 113.

Trojkat T jest podobny do trojkata T, w skali k = % , a trojkat T, jest podobny do trojkata T
w skali k =3. Pole trojkata T, jest rowne 24. Trojkat T, ma pole rowne
A. 12 B. 48 C.72 D. 96

Zadanie 114.

Punkt A=(2,7) jest wierzchotkiem kwadratu ABCD, a punkt S =(6,5) jest rodkiem okregu
opisanego na tym kwadracie. Bok tego kwadratu ma dtugos¢

A. 10 B. 20 C. 2J10 D. 2420

Zadanie 115.

W trojkacie prostokatnym ABC kat przy wierzchotku A jest prosty oraz sin(<ABC) = % . Ob-

licz tg(<«ABC).
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Zadanie 116.

Do okregu o srodku O poprowadzono z zewnetrznego punktu P dwie styczne przecinajace si¢
w P pod katem 50° (zobacz rysunek). Punktami stycznos$ci sg, odpowiednio, punkty A i B.

P
B
Kat AOB ma miar¢
A. 90° B. 120° C. 130° D. 150°
Zadanie 117.

Na plaszczyznie dane sg trzy punkty: A=(-11), B=(5,-3) oraz C =(3,2). Wyznacz row-
nanie $srodkowej poprowadzonej do boku AB w trojkacie ABC.

Zadanie 118.

Wykres funkcji kwadratowej f danej wzorem f(x)=2x*-5x+3 przecigto prostymi

0 réwnaniach X=-1 oraz X=2. Oblicz odlegto$¢ migdzy punktami przecigcia tych prostych
z wykresem funkgji f.

Zadanie 119.

Niech prosta k bedzie dana rownaniem y =2x+1. Uzasadnij, Ze jej obrazem w symetrii $rod-
kowej wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych jest prosta do niej rownolegta.

1.5. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Zadanie 120.

W pojemniku jest 10 kul, w tym b kul biatych i 10—b kul czarnych, gdzie b#5. Z tego pojem-
nika losujemy dwa razy po jednej kuli ze zwracaniem. Wykaz, ze prawdopodobienstwo zdarze-

nia polegajacego na tym, ze otrzymamy dwie kule tego samego koloru, jest wigksze od % .

Komentarz do zadania

Losujemy dwa razy po jednej kuli ze zwracaniem, czyli losujemy pierwsza kule z 10 i druga
tez z 10. Ile begdzie wszystkich mozliwych par kul w takim losowaniu? Zastosuj regut¢ mno-
zenia. Obliczysz w ten sposob moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych Q.

Niech zdarzenie A polega na tym, ze otrzymamy kule tego samego koloru. Na ile sposobow
mozna wylosowa¢ dwie kule biate, jesli w pojemniku jest b kul biatych? (losujemy najpierw
jedng z b kul, potem drugg rowniez z b kul). Na ile sposobow mozna wylosowa¢ dwie kule
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czarne, jesli w pojemniku jest (10—b) kul czarnych? Ile razem bedzie par kul tego samego
koloru? W ten sposdb wyznaczysz moc zdarzenia A.

Korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa, oblicz prawdopodobienstwo zdarze-
nia A.

Twoim zadaniem jest wykazanie, ze prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wigksze od %
Zapisz odpowiednig nierownos¢ 1 przeksztat¢ ja do postaci, w ktorej po jednej stronie bedzie
liczba 0. Przyjrzyj si¢ drugiej stronie tej nierownos$ci; czy dostrzegasz wzor skroconego mno-
zenia? Zastosuj go 1 wykaz, ze nierownos¢ jest prawdziwa.
Rozwiazanie
Q) jest zbiorem wszystkich par (x, y) o wartosciach w zbiorze 10-elementowym. Jest to mo-
del klasyczny. || = (10)* =100.
Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na otrzymaniu kul tego samego koloru.
Mamy dwa rozlaczne przypadki:

— otrzymamy dwa razy kule biala,

— otrzymamy dwa razy kule czarna.

Stad
|A|=b? +(10-b)’ = 2b% — 200 +100
oraz
2 2
p(a)~ 22" =200+100 _b®-10b+50
100 50
2 [—
Mamy wykaza¢, ze b?~10b+50 > 1 :
50 2

Przeksztalcamy nierdwnos$¢ rownowaznie:

b’ -10b+50 1
50 2

2b? —20b+100 > 50,
2b% -20b+50>0,
b?-10b+25>0,

(b—5)2 >0.

Ostatnia nierdwno$¢ jest prawdziwa, bo z zatozenia b #5.

2b(10-b) .

Uwaga: Mozna tez obliczy¢ P(A') = i wykazac, ze P(A") < %
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Zadanie 121.

Wykonano pomiary wysokosci czterech krzeset i kazde dwa rezultaty byly rézne. Adam zapi-
sal wyniki w metrach i odchylenie standardowe jego danych bylo rowne o,. Bogdan zapisat

te wyniki w centymetrach i odchylenie standardowe jego danych bylo réwne og. Wynika
stad, ze

A. o, =100, B. 0, =1000, C. 100, =0, D. 1000, = oy

Komentarz do zadania

Wzor, za pomoca ktorego mozesz obliczy¢ odchylenie standardowe danych, mozesz znalez¢
W zestawie ,,Wybrane wzory matematyczne”.

Zauwaz, ze jezeli przez X, X,, X%, X, 0znaczymy kolejne wyniki zapisane przez Adama w me-
trach, a przez v,,Y,,Ys Y, kolejne wyniki zapisane przez Bogdana w centymetrach, to

y, =100x, dla k €{1,2,3,4}. Sprawdz, ze y =100x.
Zapisz wzor na odchylenie standardowe danych Bogdana:

o o] o) ]

4

Og =
Skorzystaj z zaleznosci Y, =100x, dla k €{1,2,3,4} oraz y=100x.

Zadanie 122.

Dany jest zbior A={1,2,...,2n,2n+1}, gdzie n>1, zlozony z 2n+1 kolejnych liczb natural-

nych. Wykaz, ze liczba wszystkich par (a,b) takich, ze a€ A, be Ai a#b orazsuma a+b
jest nieparzysta, jest wicksza od liczby par, ktorych suma jest parzysta.

Komentarz do zadania

Tworzymy wszystkie pary liczb (a,b) takie, ze a#b oraz a,b naleza do zbioru

A={,23,..,2n,2n+1}.

Ile w podanym zbiorze jest liczb parzystych, a ile nieparzystych, skoro wszystkich liczb jest
2n+1 i ostatnia jest liczbg nieparzystg?

Zastanow si¢, kiedy suma dwoch liczb naturalnych jest parzysta. Podpowiem, Ze obie musza
by¢ parzyste albo obie nieparzyste. Oblicz, ile jest takich par réznych liczb nalezacych do
zbioru A, ktorych suma jest parzysta. Skorzystaj z reguly mnozenia.

Zastanow si¢, kiedy suma dwoch liczb naturalnych jest nieparzysta. Podpowiem, ze jedna
musi by¢ parzysta, a druga nieparzysta. Oblicz, ile jest takich par liczb nalezacych do zbioru
A, ktorych suma jest nieparzysta. Pamigtaj o tym, ze tworzymy pary uporzadkowane, czyli
para (parzysta, nieparzysta) jest inna niz para (nieparzysta, parzysta). Skorzystaj z reguty
mnozenia.

Teraz, po przeprowadzeniu tych obliczen, uzasadnij teze.
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Zadanie 123.

Rzucono 100 razy sze$cienna kostka do gry. Srednia arytmetyczna liczb oczek w pierwszych
40 rzutach byta rowna 3,75, a srednia arytmetyczna liczb oczek w kolejnych 60 rzutach byta
rowna 4,25. Srednia arytmetyczna liczb oczek w 100 rzutach jest

A. mniejsza od 4
B. rowna 4

C. rowna 4,05

D. wigksza od 4,05

Zadanie 124.
Zestaw danych: X, X,, X,,..., X, ma $rednig arytmetyczna a i odchylenie standardowe s.

.. —a X, —a X,—a X —a , .
Wykaz, ze zestaw danych: X 2 - = - .= ma $rednig arytmetyczng 0.

S S S S

Zadanie 125.

Adam otrzymat z trzech kolejnych klasowek nastepujace oceny: 6, 4, 4. Oblicz, jaka oceng
otrzymal Adam z czwartej klaséwki, jezeli odchylenie standardowe otrzymanych ocen jest

. fll
réwne ,[— .
16

Zadanie 126.

Wszystkich par (a,b) takich, ze ae{1,2,3,4,56,7} i be{1,234,56,7,8,9} oraz suma
a-+b jest podzielna przez 3, jest

A. mniej niz 21

B. doktadnie 21

C. doktadnie 22

D. wigcej niz 22

Zadanie 127.
Liczb ze zbioru Z ={1,2,3,...,36}, ktorych nie mozna uzyska¢ jako iloczynu dwoch nieko-

niecznie réznych liczb ze zbioru {1,2,3,...,6}, jest

A.8 B. 16 C.18 D. 19
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Zadanie 128.

Liczb naturalnych trzycyfrowych, w zapisie ktorych kazda cyfra wystepuje co najwyzej raz
oraz suma cyfry setek i cyfry jednos$ci jest rowna 4, jest

A. mniej niz 24
B. doktadnie 24
C. doktadnie 32
D. wigcej niz 32

Zadanie 129.

Ile jest wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych, w zapisie ktorych kazda cyfra jest inna,
zadna nie jest zerem oraz jedng z cyfr jest dziewiatka?

A. 56 B. 168 C. 216 D. 504

Zadanie 130.

Dana jest tabela ztozona z sze$ciu wierszy i dziewigciu kolumn (zobacz rysunek). Oblicz, ile
w tej tabeli mozna narysowaé, zgodnie z zaznaczonymi liniami, prostokatnych tabel
o czterech wierszach i czterech kolumnach.

Zadanie 131.

Wszystkie losy loterii fantowej zostalty ponumerowane kolejno od numeru 10000 do numeru
99999. Te losy, ktorym nadano numery o sumie cyfr rbwnej trzy, s3 wygrywajace, pozostate
losy sa przegrywajace. Na tej loterii bedziemy losowac jeden los. Oblicz prawdopodobien-
stwo wyciaggniecia losu przegrywajacego. Wynik przedstaw w postaci utamka dziesietnego
w przyblizeniu do czwartego miejsca po przecinku.
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Zadanie 132.
Na rysunku jest przedstawiony trzynastokat wypukty o kolejnych wierzchotkach od A, do
A, ; oraz przekatna A A, tego wielokata.

Sposrod wszystkich 65 przekatnych tego wielokata losujemy jedng. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowana przekatna bedzie przecinala sie z prze-
katna A A, w punkcie lezacym wewnatrz trzynastokata. Wynik zapisz w postaci utamka nie-

skracalnego.

Zadanie 133.

Sposrod wierzchotkow szescianu wybieramy losowo dwa rézne wierzchotki. Oblicz prawdo-
podobienstwo wylosowania wierzchotkow, ktore sg koncami tej samej przekatnej Sciany sze-
Scianu.

Zadanie 134.

Ze zbioru wszystkich krawedzi (krawedzi bocznych i krawedzi podstawy) ostrostupa prawi-
dlowego pieciokatnego losujemy jedng krawedz, a nastepnie z pozostatych krawedzi losujemy
druga. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowane krawe-
dzie bedg miaty wspdlny wierzchotek.
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2. Komentarze do zadan

2.1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne.
Réwnania i nierébwnosci

Zadanie 3.

W liczniku utamka wystepuje iloczyn pierwiastkOw tego samego stopnia. Zapisz

Y4316
-8

ten iloczyn w postaci jednego pierwiastka. Otrzymany wynik zapisz w postaci potegi
0 podstawie 2.

Zadanie 4.

Poniewaz wszystkie zaproponowane odpowiedzi sg potegami o podstawie 2, zapisz podang
liczbe w postaci potegi liczby 2. Wykorzystujac znane wzory dotyczace poteg, otrzymasz:

_4 3 11

4
JE— 1 11
2&[%) P_0.02 -(2‘3) =22.2%=2"  Nastepnie zastanow sie, czy wiesz, jaka liczba jest

liczba odwrotna do x. Liczbg odwrotng do np. % jest liczba %, a odwrotnoscig liczby X

11

(x#0) jest liczba l, czyli x™*. Zatem odwrotnoscig liczby 2° jest liczba
X

Zadanie 5.

Mnozenie poteg jest mozliwe wtedy, gdy potegi maja takie same podstawy lub takie same
wyktadniki. Zapisz wszystkie czynniki w postaci potggi o tej samej podstawie, a nastgpnie
zastosuj prawa dziatan na potegach.

1 1 1 1 2 1 4

1 p p— - p— _— _ —
3%4—1 .24 163 :4 3 .24 163 :2 3 ,24 ,23.

Po wykonaniu dziatan na potegach otrzymasz odpowiedz D.

Zadanie 6.

Mozesz zapisac liczbe 72 w postaci iloczynu poteg liczb 2 1 3 oraz skorzysta¢ z twierdzenia
0 logarytmie iloczynu i logarytmie potggi.
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Zadanie 7.

Mozesz skorzysta¢ z tego, ze 1=109, 5. Oznaczato,ze 2=2-1=2-l0og, 5. Jezeli zastosujesz
teraz wzor na logarytm potegi, to otrzymasz: 2 =log,5° = log, 25. Liczba o 2 wigksza od
log. 4 to inaczej log;4+2, czyli log,4+log. 25. Stosujac wzor na logarytm iloczynu,
otrzymasz ostatecznie log; 4+ 2 =log,4+log, 25 = Iog5(4-25) =log,100. Zatem poprawna
odpowiedz to D.

Zadanie 8.

W zadaniu podana jest roczna stopa procentowa. Najpierw trzeba wigc ustali¢, w jakiej wyso-
kosci naliczane sg odsetki co kwartal. W roku mamy cztery kwartaly, wiec oprocentowanie

% L . .
PA_ L Zatem po uplywie pierwszego takiego okresu warto$¢

w tym okresie wyniesie
y y 400

lokaty wyniesie 1000(1+4—&)j. Po uptywie roku (czyli czterech takich okresow) wartos¢ ta

4
wyniesie 1000(1+ 4#20) , €0 mozna otrzymac, korzystajac np. ze wzoru na procent sktadany.

Zadanie 9.

Wykorzystujac podany stosunek bokow, mozesz uzalezni¢ dlugos$é kazdego z nich od jednej
zmiennej, np. Xx. Otrzymasz stad, ze a=3X, b=5x, c=7X. Aby ustali¢, ktére zdanie jest
fatszywe, musisz kolejno obliczy¢, jakim procentem (badz utamkiem) sumy liczb a i b jest
liczba c, jakim procentem (bgdZz utamkiem) sumy liczb a+b+c jest liczba a, jakim procen-
tem (badz utamkiem) sumy liczb b i c jest liczba a oraz jakim procentem (badz utamkiem)
liczby c jest liczba b.

Obliczajac kolejne stosunki, otrzymasz:

c _ 7X _ 7 =87,5%, 100% —87,5% =12,5% — prawda,
a+b 3x+5x 8
a % 3. 1 2006 — prawda,
a+b+c 3x+5x+7x 15 5
a __ X :izlzzs%—prawda,
b+c bx+7x 12 4
E_Sx 5

=—=== 71§% — nieprawda jest, ze liczba b to 60% liczby c.
c /x 7 7

Zatem odpowiedz D jest falszywa.

Zadanie 10.

Poniewaz oprocentowanie jest podane w skali roku (tj. trzy razy cztery miesigce), najpierw
musisz ustali¢, jakie bedzie oprocentowanie w okresie czterech miesigcy (wystarczy oprocen-
towanie roczne podzieli¢ przez trzy). Stosujgc np. wzor na procent sktadany. mozesz ustali¢
warto$¢ lokaty po uptywie 8 miesiecy, tj. po dwoch czteromiesiecznych okresach. Niewiado-
mg w uzyskanym wyrazeniu bedzie warto$¢ kwoty wptaconej na poczatku. Wyrazenie to
przyrownaj do wartosci lokaty wraz z odsetkami i stad wylicz kwotg, ktorag wptacono na po-
czatku.
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Zadanie 11.

Jesli X oznacza liczbe uczniow w szkole na poczatku pierwszego roku, to jak zapisa¢ liczbe
uczniéw na koncu pierwszego roku? Zauwaz, ze zmniejszyta si¢ ona o 0,1x (wygodniej ci
bedzie zapisywac procenty w postaci utamkow).

Jak zapisa¢ liczbe uczniéw na koniec drugiego roku? Jak si¢ ta liczba ma do X ?

Jesli w trzecim roku liczba uczniow zmalata o y%, to jak si¢ ona ma do liczby uczniow
na koncu drugiego roku?

Liczba uczniéw na poczatku pierwszego roku i na koncu trzeciego roku jest taka sama. Uldz
odpowiednie rOwnanie.

Zadanie 12.
Ponumeruj autobusy kolejnymi liczbami 1, 2,..., 10 wedtug liczby pasazerow nimi podrézuja-
cych i oznacz liczbe pasazerow w i-tym pojezdzie przez p; , wigc

Pp=p,2...2p, 250>p, >...2pg =Py,

gdzie k to liczba autobuséw przepetnionych.

Zapisz w postaci utamka procent przepetnionych autobusdéw oraz procent pasazerow podrozu-
jacych w przepelionych autobusach. Nastepnie zbadaj znak roéznicy tych utamkéw. Zwrdé
uwage na to, ze mozesz zapisa¢ szacowania:

(L0—-Kk)(p, + p, +...+ P, ) 250(10—-k)k ,
K(Py,y +-.-+ Pyo) <50k(10—K).
Podaj odpowiedz!

Zadanie 13.

Korzystajac ze wzoréw na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi
0 wyktadniku naturalnym, zapisz liczby a i b w postaci jednego logarytmu. Nastepnie oblicz
a-+Db, korzystajac z dziatan na logarytmach.

Zadanie 14.
Czy mozesz sum¢ logarytmow o tej samej podstawie zapisa¢ w innej postaci? Zauwaz, ze
log,, (3X2 -9X): log,, (3x)’. Jaka jest warto$¢ wyrazenia log, (3x)’?

Zadanie 15.

Odczytaj wspotrzedne punktéw podanych na rysunku: A= (3,2), B=(5-4), C=(-3-1).
Korzystajac ze wzoru na prostg przechodzaca przez dwa punkty, wyznacz rownania prostych
przechodzacych przez kazda pare punktow.

-1-2

Prosta AC ma roOwnanie: y = 3 (x=3)+2, czyli x—2y =-1.

—4-2
5-3

Prosta AB ma rownanie: y = (x=3)+2,czyli 3x+y=11.
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-1+4

-3-5
Poniewaz zadna z tych prostych nie jest rownolegta do osi Oy, to mozesz rowniez skorzystac
z postaci kierunkowej prostej i po podstawieniu dwoch punktoéw wyznaczy¢ jej rownanie. Np.
prosta AC ma réwnanie y=ax+b. Podstawiasz wspolrzedne obu punktow: 2=3a-+Db

Prosta BC ma réwnanie: y =

(x+3)-1, czyli 3x+8y =-17.

i —1=-3a+Db.Stad a=b :% . Zatem réwnanie przybiera postac y :%X+% ,stad 2y = x+1,
czyli x—2y=-1.

Majac wszystkie trzy proste, sprawdz, ktory z podanych w odpowiedzi uktadow zawiera te
réwnania. Jest nim uktad A.

Zadanie 16.

Zacznij od wyznaczenia A i C — punktéw przecigcia, odpowiednio, prostych: y =%X+1

i y=7-x z osig Ox (czyli prosta y=0) oraz punktu wspolnego tych dwodch prostych
(oznaczmy go B). W ten sposob otrzymasz wspotrzedne wierzchotkow trojkata ABC. Punkty
A'i C lezg na osi Ox. Jaka jest odlegtos¢ migdzy nimi?

Punkt B znajdzie si¢ w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych, wige wysokosé trojkata
poprowadzona z tego wierzchotka bedzie réwna drugiej wspotrzednej tego punktu. Teraz wy-
starczy juz tylko zastosowa¢ wzor na pole trojkata.

Mozesz rowniez skorzysta¢ ze wzoru na pole trojkata, podstawiajac do niego wspodtrzedne
wierzchotkow: % 1(4-(-2))-(0-0)-(7-(-2))-(3-0)= 2—27 = 13%.

Zadanie 17.

Przeksztal¢ rownania (podane w uktadach rownan) do postaci kierunkowej i wykorzystaj
zwigzki migdzy wspotczynnikami kierunkowymi réznych prostych rownoleglych (uktad
sprzeczny) i pokrywajacych si¢ (nieskonczenie wiele rozwigzan). Otrzymasz w ten sposob
warunki, jakie muszg spetnia¢ a i b. Wybierz te wartosci a i b, dla ktérych warunki obu ukta-
dow sa spetnione jednoczesnie.

Zadanie 18.

Zauwaz, ze skoro rozwigzaniem ukladu jest para liczb catkowitych dodatnich, to odpowiada-
jacy jej punkt musi naleze¢ do pierwszej ¢wiartki uktadu wspotrzednych. Podana prosta w tej
¢wiartce przechodzi przez dwa punkty o wspotrzednych catkowitych i tylko jeden z nich ma
rozne wspodtrzedne. Informacje te pozwalajg doktadnie ustali¢, jak wyglada rozwigzanie ukta-
du. Musisz teraz wykorzystac to rozwigzanie do wyznaczenia drugiego rownania uktadu wie-
dzac, ze opisuje ono prostg przechodzacg przez poczatek uktadu wspotrzednych i znaleziony
wczesniej punkt.

Zadanie 19.

Podany przedziat jest rozwigzaniem takiej nieréwnosci, w ktorej wystepuje funkcja kwadra-
towa zerujaca si¢ w koncach tego przedziatu. Jej wzor mozesz napisaé korzystajac z postaci
iloczynowej funkcji kwadratowej. Poniewaz koncami przedziatu sg liczby X=-3 i X=1, to
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funkcje mozemy zapisa¢ w postaci y = a-(x+3)(x —l). W zZadanej nierdwnos$ci wspotczyn-
nik przy x? jest rowny 1, wiec mozna przyja¢ a =1, a wtedy podany przedziat jest rozwigza-
niem nieréwnoéci (x+3)x—1)<0. Po przeksztalceniu nieréwnos¢ ta przybiera postac
X(x+2)<3.

Inny sposob to oczywiscie rozwigzywanie podanych nierownos$ci i sprawdzenie, w ktorym

przypadku otrzymamy dany przedziat.

Zadanie 20.
Zauwaz, ze punkty o wspotrzednych (0,—2%) oraz (6,—2%) sa symetryczne wzgledem

prostej X =3. Prosta ta jest osig symetrii wykresu funkcji f opisanej w zadaniu.

Zauwaz, ze jesli jednym miejscem zerowym funkcji f jest X =1, to drugim miejscem zero-
wym jest X =95. Zastanow sie, jak sg skierowane ramiona paraboli, ktora jest wykresem funk-
cjif.

Zadanie 21.

Jesli dlugos¢ dhuzszego boku prostokata jest rowna X, to jak mozesz zapisac pole prostokata?
Zapisz nierdéwno$¢ wynikajaca z warunkéw zadania i rozwiaz ja. Pamigtaj, ze dtugo$¢ boku
musi by¢ dodatnia, wiec X musi by¢ wigksze od 5. Z treSci zadania wynika, ze dtugos¢ dtuz-
szego boku prostokata jest liczbg parzystg, zatem z otrzymanego zbioru wybierz warto$¢ X
spetniajaca ten warunek.

Zadanie 22.

Kazde z podanych réwnan jest takim roéwnaniem liniowym, ktére ma jedno rozwigzanie.
Sprawdz, ktore z podanych rownan nie jest przeksztalceniem wyjsciowego rownania do po-
staci rOwnania liniowego. Do tego celu wykorzystaj wlasno$¢ proporcji.

Zadanie 23.

Odwrotnoscig wyrazenia ] dla x#-1 jest X+1. Utdéz rownanie wynikajgce z tresci zada-
X+
nia 1 rozwigz je. Pamigtaj, aby sprawdzi¢, czy otrzymane rozwigzania nie s3 sprzeczne

Z zatozeniem X #—1.

Zadanie 24.

Zauwaz, ze jesli pompa napetnia pusty basen w ciggu X godzin, to w ciggu jednej godziny
napelni % czg$¢ basenu. Zatem czas 1 wydajnos$¢ to zalezno$ci odwrotnie proporcjonalne.
Jezeli przez W oznaczysz cze$¢ objetosci basenu, jaka napelnia w ciggu jednej godziny druga
pompa, to wyrazenie % opisuje czas samodzielnego napetniania basenu tg pompa. Wiesz, ze

wydajno$¢ pierwszej pompy jest o 20% wigksza. Zapisz, za pomocg niewiadomej W, wyraze-
nie opisujace wydajnos$¢ pierwszej pompy oraz czas samodzielnego napetnienia basenu przez
te pompe. Nastepnie zapisz rownanie uwzgledniajace wydajnos¢ i poroéwnujace czas samo-
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dzielnego napetniania basenu przez kazda z pomp. Wykorzystaj fakt, ze druga pompa musi
pracowa¢ o 1 godzine i 40 minut dluzej (pamigtaj o zamianie minut na godziny). Rozwigz
réwnanie z niewiadomg W. Oblicz jeszcze, jaka cz¢s¢ basenu napelnig obie pompy w ciggu
jednej godziny.

Zadanie 25.

Ktore punkty wystarcza do wyznaczenia zbioru rozwigzan nierdwnosci f (x)<0?

Zaznacz na rysunku drugie miejsce zerowe funkcji f, wiedzac, ze osig symetrii wykresu funk-
cji f jest prosta o rownaniu X =-3, i rozwigz f (x)<0.

Zbiorem rozwigzan jest przedzial <—9, 3> .

Zadanie 26.
Oblicz W(-1) i W(1). Rozwiaz zapisane w tresci zadania réwnanie W (-1)+W (1)=0

i oblicz a. Otrzymujesz a = g .

Zadanie 27.
Sprowadz wszystkie liczby do wspolnej podstawy, np. 4, 1 poréwnaj wyktadniki:
(22)(2 ) — 44,
2[222) _ 224 _ 216 _ 48’
7 f =167 =4,

22—t _ 01 g0,
2.2. Funkcje
Zadanie 31.

Przyjrzyj si¢ wykresom funkcji f i g. Jak przeksztatci¢ wykres funkcji f, zeby otrzymac wy-
kres funkcji g?

Wykres funkcji g jest obrazem wykresu funkcji f w symetrii osiowej wzglgdem osi Ox. Jakim
wzorem okreslona jest funkcja, ktorej wykres jest obrazem wykresu danej funkcji w symetrii
wzgledem osi Ox?

Zadanie 32.

Zwr6é uwage na to, jakie wartosci moze przyjmowaé funkcja g(x) = x* +4x—1 w przedziale
(1,3). Czy umiesz poda¢ zbior wartosci tej funkcji? Jaka posta¢ funkcji kwadratowej moze
pomoc w podaniu zbioru wartosci funkcji g? Mozesz takze wykorzysta¢ wykres funkcji .

Zwr6¢ uwage na to, ze funkcja g przyjmuje tylko wartosci dodatnie, a zatem wartos¢ odwrot-
nos$ci wartosci najmniejszej funkcji g jest jednoczesnie warto$cig najwigkszg funkc;ji f.
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Zadanie 33.

Zauwaz, ze musisz wyznaczy¢ warto$¢ najmniejsza i najwicksza funkcji f w przedziale
<—1; 5>. Czy pierwsza wspotrzedna wierzchotka wykresu funkcji f nalezy do przedziatu
(—1;5)? Jakie warto$ci funkcja f przyjmuje na koncach przedziatu (-1;5)? Naszkicuj wykres
funkcji f . Gdzie funkcja f przyjmuje wartos¢ najwigksza? Dla jakiego argumentu funkcja f
przyjmuje warto$¢ najmniejsza? Teraz zapisz przedzial, ktory jest zbiorem wartosci funkcji f .

Zadanie 34.
Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby 1 oraz 3, wigc osig symetrii paraboli, ktora jest wy-

kresem tej funkgcji, jest prosta X =2. Na tej prostej lezy wierzchotek paraboli bedgcej wykre-
sem funkcji f . Zastanow sig, jakiego przesunigcia wykresu funkcji f nalezy dokonaé, aby

wierzchotek przesunietej paraboli lezat na osi Oy.

Mozesz sporzadzi¢ rysunek i na jego podstawie ustali¢, ze nalezy wykonaé przesunigcie WY-
kresu funkcji f o dwie jednostki w lewo (wzdtuz osi OX); to oznacza, ze wszystkie punkty,
ktoére lezg na wykresie funkcji f , zostang w ten sposéb przesunigte.

Znajdz wspotrzedne obrazu punktu (O, —3) 1 miejsc zerowych po przesunigciu.

Zapisz wzor funkcji g w postaci iloczynowej g(x)=a(x+1)(x—1). Nastepnie wykorzystaj
fakt, ze punkt (—2,-3) lezy na wykresie funkcji g .

Zadanie 35.

| sposob

Korzystajac z tego, ze w zadaniu podane sa miejsca zerowe funkcji kwadratowej, mozesz
napisac jej postac iloczynowa.

Brakujacy wspotczynnik a mozesz obliczy¢, korzystajac z tego, ze wykres funkcji f przecho-
dzi przez punkt (-2,10), czyli f(-2)=10.

Mozesz teraz przystapi¢ do obliczenia wspotrzgdnych (p, q) wierzchotka paraboli. Pierwsza
wspotrzedna wierzchotka jest srednig arytmetyczng miejsc zerowych funkcji f.

Druga wspotrzedng wierzchotka paraboli mozesz obliczy¢, korzystajac ze wzoru funkcji f:
q=f(p). Po wyznaczeniu wspotrzgdnych wierzchotka zastosuj wzor na odleglos¢ migdzy
dwoma punktami, aby wyznaczy¢ odlegtos¢ wierzchotka od poczatku uktadu wspotrzednych.

II sposéb

Korzystajac z tego, ze w zadaniu podane sg miejsca zerowe funkcji kwadratowej, mozesz
obliczy¢ pierwsza wspotrzedng wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcji f. Jest ona
srednig arytmetyczng miejsc zerowych funkcji. Teraz mozesz zapisa¢ wzor funkcji f w postaci
kanonicznej. Do obliczenia pozostaty wspotczynniki a i . Wykorzystaj fakt, ze wykres funk-
cji f przechodzi przez punkt (-2,10), zatem f(-2)=10 i f(3)=0. Po wyznaczeniu wspot-

rzednych wierzchotka zastosuj wzor na odleglos¢ miedzy dwoma punktami, aby wyznaczy¢
odleglos¢ wierzchotka od poczatku uktadu wspotrzednych.
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Zadanie 36.

W rozwigzaniu skorzystaj ze wzoroOw na wspohrzedne wierzchotka paraboli o réwnaniu
f (x)=ax® +bx+c. Zauwaz, ze jezeli punkt lezy na prostej o rownaniu y =-5, to jego druga

wspolrzedna jest rowna —5. Zatem druga wspotrzedna wierzchotka paraboli q=-5.

Mozesz wykorzysta¢ wzor na drugg wspotrzedng wierzchotka paraboli do obliczenia wspot-
czynnika a funkcji f. Po obliczeniu wspoiczynnika a ponownie wykorzystaj wzor na

pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli 1 oblicz ja.
Innym sposobem obliczenia wspotczynnika a funkcji f jest wykorzystanie wzoru na pierw-
szg wspOtrzedng wierzchotka paraboli oraz zaleznosci f ( p) = (. Po obliczeniu wspotczynni-

ka a ponownie wykorzystaj wzor na pierwsza wspotrzedna wierzcholka paraboli i oblicz ja.

Zadanie 37.

Aby obliczy¢ ¢, przyjrzyj sie najpierw funkcji f . Z postaci funkcji kwadratowej wynika, ze
jej wykresem jest parabola o ramionach skierowanych w dot. Taka funkcja najwigksza wartos¢
przyjmuje w wierzchotku. Poniewaz zbiorem warto$ci funkcji jest przedziat (— ,7), to liczba

7 jest druga wspotrzedng wierzchotka paraboli. Oblicz pierwsza wspdtrzedna p wierzchotka

paraboli bedacej wykresem funkcji f: p= iZ = —3. Wierzchotek paraboli ma wspotrzgdne:

3
p=-3, q=7, zatem f(-3)=7. Stad otrzymujesz rdbwnanie — % -9+6+cCc=7, ktorego roz-

wigzaniem jest C=4.

Zadanie 38.

Funkcja kwadratowa podana jest w zadaniu w postaci kanonicznej. Odczytaj wspotrzedne
wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji. Poréwnaj najwigksza warto$¢ funkc;ji f
z drugg wspotrzedng wierzchotka paraboli. Jakie wnioski mozesz teraz wyciaggnac? Wiesz juz,
jak skierowane s3g ramiona paraboli.

Pierwsza wspolrzgdna wierzchotka paraboli nie nalezy do przedziatu <— 4;— 2> . Teraz sprobuj

okresli¢, czy funkcja jest w tym przedziale rosngca, czy malejaca. Zauwaz, ze najwieksza
warto$¢ funkcja przyjmuje dla X =—4, a najmniejszg dla X =—-2.

Zadanie 39.
Jesli miejscami zerowymi funkcji f sa liczby —2 1 4, to jaka jest pierwsza wspotrzgdna
wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcji f ? Jakie wspotrzegdne ma wobec tego

wierzchotek paraboli? W ktdrg strong sa skierowane ramiona paraboli? Naszkicuj te parabole
oraz prosta y = 2. Jakie jest wzajemne potozenie tej prostej i wierzchotka paraboli?
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Zadanie 40.

Majgc dane wspotrzgdne wierzchotka paraboli, mozesz zapisa¢ wzor funkcji f w postaci ka-
nonicznej f (X) = a(x—l)2 +4. Do wyznaczenia wzoru funkcji sg jednak potrzebne wspot-
rzedne jeszcze jednego punktu, ktory lezy na paraboli.

Jak wyznaczy¢ wspotrzedne punktu A lub B?

Odcinek AB jest podstawa trojkata ABC, ktorego pole jest rowne 8. Odczytaj z rysunku, jaka
jest wysokos¢ tego trojkata 1 oblicz dtugos$¢ odcinka AB.

Prosta X =1, na ktorej lezy wierzchotek paraboli, jest osig symetrii trojkata ABC (czy wiesz,
dlaczego?), wige punkty A i B leza w odlegtosci 2 od tej prostej. Stad A=(—-1,0), B=(3,0).

Wykorzystaj wspotrzedne punktu A lub B do wyznaczenia wspotczynnika a we wzorze funk-
cji f.

Zadanie 41.

Pierwszy i drugi odcinek tamanej, czyli odcinki AA,i A,A,, maja dlugos¢ 1, trzeci i czwarty
majg dlugos¢ 2, piaty i szosty maja dlugos¢ 3 itd. Poczatkowe sktadniki sumy dtugosci odcin-
kow tamanej sa wige rowne (1+1)+(2+2)+(3+3)+.... Czy wiesz, ile s rowne diugosci
dwoch ostatnich odcinkow famanej sktadajacej sie z 2n odcinkéw, czyli dwa ostatnie sktad-
niki sumy?

Aby zapisa¢ wyznaczong sumg, a wiec wzor funkcji f, wykorzystaj wzor na sume N poczat-
kowych wyrazow ciggu arytmetycznego. Na koniec oblicz warto§¢ funkcji dla argumentu

n=33.

Zadanie 42.

Aby obliczy¢ wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata o w trojkacie prosto-
katnym, mozesz skorzysta¢ z jedynki trygonometrycznej

cosa =1-sin®a = —g :g
oraz
_sina

ga = —&/E.
COSox

Miare kata B w trojkacie prostokatnym mozesz wyrazi¢ w zalezno$ci od kata « ; w tym celu
nalezy zapisa¢ rownos¢ S =90°—c .

Teraz do obliczenia warto$ci funkcji cos 8 skorzystaj ze wzoru cos =cos(90°—a)=sina.

Uwaga: Pamigtaj, ze nie jest to jedyny sposob rozwigzania tego zadania.

Zadanie 43.

Wyznacz za pomoca jedynki trygonometrycznej cos72° w zaleznos$ci od a i otrzymany wynik
wykorzystaj do obliczenia liczby 1+ tg*72°.
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Zadanie 44.

Zauwaz, ze w zadaniu podana jest wartos¢ funkcji tga =3, natomiast twoim zadaniem jest
2sina —3cos o

obliczenie warto$ci wyrazenia —— , w ktorym nie wystgpuje tgar . Wykorzystaj
3cosa —-5sina
L sina . Sina . : e
zalezno$¢ tga = , czyli =3 i wyznacz z niej jedng z wielkosci: Sina lub cos « .
Cos o Coso
. . . 2sina—-3cosa ., . ., .
Nastgpnie wyrazenie , ktorego warto$¢ masz obliczy¢, zapisz przy pomocy

3cosa —5sina
tylko jednej z wielkosci cosa lub Sina. W otrzymanym wyrazeniu zredukuj wyrazy podob-
ne i zapisz liczbg, jaka otrzymates.

Zadanie 45.
Uzaleznij tga od Sina i cosa. Korzystajgc z zalezno$ci miedzy funkcjami trygonome-
trycznymi katow ostrych trojkata prostokatnego, Wyznacz tger-sin B w zaleznosci od Sina .

: 2 . . : :
Majac dane cosa =z mozesz skorzysta¢ z jedynki trygonometrycznej do wyznaczenia

sina , a wiec rowniez tge -sin 8. W rozwigzaniu uwzglednij to, ze 0° < o < 90°.

Zadanie 46.

Czy znasz jaka$ zalezno$¢ wiazaca ze soba sinus i1 cosinus tego samego kata? Jezeli tak, to
mozesz wyznaczy¢, jaka warto$¢ ma a. Trzeba pamigtac, ze kat o jest katem ostrym. Jak
wplywa to na warto$ci funkcji sinus i cosinus kata o ?

Masz przed soba zadanie wyliczenia funkcji tangens kata « . Jaki jest zwigzek funkcji sinus
I cosinus kata a z funkcja tangens tego kata?

Jezeli znasz warto$¢ a 1 wartos$ci sinusa i cosinusa kata o, to obliczysz juz tangens kata « .

Zadanie 47.

Poniewaz podany jest CoS«, t0, korzystajac z jedynki trygonometrycznej, mozesz wyznaczy¢
sina (uwzglednij przy tym zalozenie, ze a jest katem ostrym). Majac warto$ci obu funkcji,
obliczysz warto$¢ tga . Po wyznaczeniu liczb a i ¢ oblicz srednig arytmetyczng wszystkich
trzech liczb.

Zadanie 48.

Zastosuj jedynke trygonometryczng przy obliczaniu wartosci funkcji tga. Co wynika
Z rownosci tga =tgpB”?

Zadanie 49.

Zadanie wymaga znalezienia wszystkich wartosci X, dla ktorych f (x) =2. Ut6z odpowiednie
réwnanie i sprowadz je do rownania kwadratowego. Upewnij si¢, ze otrzymane rozwigzania
nalezg do dziedziny funkcji wymiernej (sprawdz, czy otrzymane rozwigzania nie zerujg mia-
nownika).
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Zadanie 50.

Zauwaz, ze wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu <0,4> musi zawiera¢ wierzchotek

paraboli; w przeciwnym razie funkcja przyjmowataby w tym przedziale najmniejsza warto$¢
na jednym z koncow przedziatu (bytaby rosngca lub malejgca). Z warunkéw zadania wynika,
ze wierzchotkiem jest punkt (2, f(2)), a ramiona wykresu sg skierowane w gorg. Co ten

ostatni warunek mowi o wspodtczynniku a? Jak mozna pierwsza wspotrzedng wierzchotka
wyrazi¢ za pomocg wspotczynnikow funkcji kwadratowej? Co z tego wynika dla b?

Zadanie 51.

Zastanow si¢: kiedy funkcja kwadratowa przyjmuje t¢ samg warto$¢ dla dwoch réznych ar-
gumentow? Przypomnij sobie, ze wykres funkcji kwadratowej ma o$§ symetrii — 0 to zna-
czy? Czy argumenty —2 i 5 tez sg symetrycznie roztozone po obu stronach osi symetrii wykre-
su danej funkcji? Zauwaz, ze z warunku zadania (wartosci f (0), f (3) sa rowne i1 wigksze od

wartosci przyjmowanych przez f wewnatrz przedzialu <O, 3>) wynika, ze ramiona wykresu
funkcji f sa skierowane w gore.

2.3. Ciagi

Zadanie 54.
Jaka jest zalezno$¢ miedzy kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego?

Z wtasnosci ciggu arytmetycznego wynika, ze trojwyrazowy ciag jest arytmetyczny, gdy
srodkowa liczba jest $rednig arytmetyczng wyrazow sasiednich. Sprobuj na tej podstawie za-
pisa¢ za pomocg jednego rOwnania zalezno$¢ miedzy wyrazami naszego ciagu.

Mozesz tez to zadanie rozwigzac, sprawdzajac, dla ktoérej z podanych warto$ci X podany ciag
jest arytmetyczny.

Zadanie 55.

Przedstaw sume &, +a, + a5 za pomocg wyrazu & =8 irdznicy ciagu r. Otrzymasz réwnanie

z niewiadomg r, ktorego rozwigzaniem jest I =3. Teraz analogicznie zapisz sume
a, +ag5 + 34 1oblicz jej wartos¢, korzystajac z wezesniejszych obliczen. Otrzymasz
a,+a;+a5 =33 +12r =60.

Zadanie 56.

Aby obliczy¢ 6smy wyraz ciggu (an ), mozesz od sumy o$miu poczatkowych wyrazow odjacé
sume siedmiu poczatkowych wyrazow tego ciagu. Ile jest rowny piaty wyraz ciggu (bn ) ? Gdy
go obliczysz, zapisz wzdr ogolny ciggu (bn). Mozesz teraz obliczy¢ ¢, i C;,. Teraz wystarczy
juz tylko zastosowa¢ wzor na sume 17 poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Zadanie 57.

Wykorzystujac wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, mozesz Srednig arytmetyczng wy-
razéw a, I a,, uzalezni¢ od wyrazu pierwszego i roéznicy ciggu. Stosujac dodatkowo wzor na
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sumg N poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (w naszym przypadku N =23), mozesz
te sume réwniez uzalezni¢ tylko od wyrazu pierwszego i réznicy ciggu. Wystarczy teraz, ze
porownasz oba wyrazenia, aby wyznaczy¢ $rednig arytmetyczng wyrazéw a, i a,,.

Zadanie 58.

Pamigtasz, ze w ciggu arytmetycznym (a,), o roznicy r, dla kazdego n>1 prawdziwe sa
rownosci: a,,, —a, =r, a,=a +(n-1)r.

Aby wykaza¢, ze cigg (b, ) jest ciggiem arytmetycznym, mozesz

1) obliczy¢ by, a nastgpnie wykazaé, ze istnieje liczba I, taka, ze dla kazdego n=1 praw-

dziwa jest rownos¢ b, =b +(n-1)r,

lub

2) wykazaé, ze istnieje liczba I taka, ze dla kazdego N=1 prawdziwa jest ro6wnosé
B —by =1

Zadanie 59.

Korzystajac ze wzoréw na sume N poczatkowych wyrazéw i na n-ty wyraz ciggu arytmetycz-
nego, zapisz podang w zadaniu sum¢ wyrazow w zalezno$ci od wyrazu pierwszego i roznicy
tego ciggu. Nastepnie to samo zrob dla wyrazu srodkowego. Mozesz tez kazdy wyraz ciagu
uzalezni¢ od wyrazu §rodkowego 1 r6znicy ciggu i wtedy obliczy¢ sume. Poréwnujac uzyska-
ne wyrazenia, sprawdz, czy suma jest wielokrotnoscig wyrazu srodkowego (czy jest on dziel-
nikiem sumy).

Zadanie 60.

Zastanow sie, jak ,,odlegle” sa wyrazy pierwszy i siodmy od wyrazu czwartego? Zastosuj
f a2
WZOT 8,9 =8~ 8yp-

Zadanie 61.

Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciaggu geometrycznego, zapisz wzory na a, 1 a,,,.

Otrzymasz w ten sposob dwa rownania zalezne tylko od K i ilorazu ciggu . Wykorzystujac
odpowiednie przeksztalcenia (m.in. dziatania na potggach), otrzymasz z nich rownanie z nie-
wiadomg (. Po jej wyznaczeniu (ile bedzie takich rozwigzan?) mozesz ponownie zastosowac

wzOr na n-ty wyraz ciggu geometrycznego i obliczy¢ a,,.

Zadanie 62.

Rozwigzanie zadania rozpocznij od odpowiedzi na nastgpujace pytanie: Jesli kazdego dnia
wydatki byty nizsze o 20% w stosunku do wydatkow z dnia poprzedniego, to jaka czgs¢ wy-
datkow z dnia poprzedniego stanowig wydatki z dnia nastepnego? Wyraz t¢ wielko§¢ w po-
staci utamka. Zauwaz, ze kwoty wydawane przez Kacpra w kolejnych dniach stanowig pe-
wien cigg. Jaki to cigg? Jaka szczegdlng wielkoscig dla danego ciggu jest zapisany uprzednio
utamek? Podpowiem, ze jest to ciagg geometryczny o ilorazie ¢=0,8. Pigtego dnia Kacper
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wydat 20,48 zt. Ktory to wyraz ciggu? Skorzystaj ze wzoru ogodlnego na n-ty wyraz ciggu
geometrycznego i oblicz a,. Kwota, jaka Kacper wydat w ciagu pigciu dni, bedzie suma pig-
ciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego.

Zadanie 63.

Wyrazy ciagu (an) sg rozne od 0 i nie powtarzajg si¢. Czy iloraz q moze by¢ rowny 0 lub 1?
U6z rownanie wynikajace z tresci zdania. Zauwaz, ze a, i 8, mozesz zapisa¢ np. za pomoca
a, i q. Rozwiaz rownanie i zastandéw si¢, czy wszystkie otrzymane warto$ci ( spetniaja
warunki zadania.

Zadanie 64.

W ciaggu geometrycznym (&, ), o wszystkich wyrazach réznych od zera i ilorazie q, dla kaz-

. . , .. a —
dego n>1 prawdziwe sg rownoéci: /L =q,a, =a,-q" 1
n

Aby wykaza¢, ze cigg (b, ) jest ciaggiem geometrycznym, mozesz

1) obliczy¢ by, a nastgpnie wykazaé, ze istnieje liczba g taka, ze dla kazdego n=1 praw-
dziwa jest rownosé¢ b, =b, -q,"*

lub

2) wykazaé, ze istnieje liczba ¢, taka, ze dla kazdego N=1 prawdziwa jest roéwnos¢
b

Pl _
b, %
Zadanie 65.

W ciagu geometrycznym (&, ), o wszystkich wyrazach réznych od zera i ilorazie ¢, dla kaz-

. , !
dego n>1 prawdziwa jest rowno$¢ —L = .
a

n

o . . . a, f(3(n+1)
Musisz wige wykaza¢, ze dla ciagu (a,) opisanego w zadaniu iloraz = = jest

a, f (3n)

wielko$cig statg 1 r6zng od zera.

Zadanie 66.

Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego, zapisz iloczyn podanych wyra-
zow w zaleznosci od wyrazu pierwszego 1 ilorazu tego ciggu. To samo zrob dla wyrazu trze-
ciego. Porownaj oba wyrazenia i sprawdz, czy ten iloczyn da si¢ uzalezni¢ tylko od wyrazu
trzeciego. Mozesz tez kazdy wyraz ciggu uzalezni¢ od wyrazu trzeciego oraz ilorazu ciggu
I wtedy obliczy¢ ich iloczyn.
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2.4. Geometria

Zadanie 70.

B

Kat ACB jest katem wpisanym opartym na potokregu, wigc |<J:ACB| =90°.

Wynika z tego, ze trojkat ABC jest prostokatny o przeciwprostokatnej |AB|=2r
i przyprostokatnej |AC|=r+/3.

Oblicz miary katow tego trojkata. Skorzystaj z funkcji cosinus w tym trojkacie

cos|«BAC| = % = g = ? stad otrzymasz |«BAC|=30°.

Kat BOC jest katem srodkowym, opartym na tym samym tuku co kat wpisany BAC.

Czy wiesz, jaka jest zalezno$¢ miedzy katem wpisanym i katem $rodkowym, jesli oba sa
oparte na tym samym tuku?

Z zalezno$ci migdzy katem $rodkowym i katem wpisanym otrzymasz |«BOC| = 60°.

Uwaga: Do obliczenia miary kata BAC mozesz tez wykorzysta¢ wlasnosci potowy trojkata
réwnobocznego.

Zadanie 71.

Mozesz np. wykorzysta¢ to, ze katy BEC i BDC sg oparte na tym samym tuku, co oznacza,
ze sg rowne. Poniewaz kat BCD jest oparty na potokregu, to jest katem prostym. Mamy za-
tem trojkat o dwdch znanych katach 1 kacie, ktorego miare trzeba obliczyc.

Zadanie 72.

Mozesz np. wykorzysta¢ to, ze kat sSrodkowy BOC jest oparty na tym samym tuku co kat wpi-
sany BAC, wigc jest od niego dwa razy wiekszy. Uwzgledniajac to, ze trojkat BOC jest
rownoramienny, mozesz teraz znalez¢ zaleznos¢ dla katow « i f.
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Zadanie 73.

Aby wykazaé, ze prosta BE zawiera wysoko$¢ trojkata ABC opuszczong na bok AC, wy-
starczy udowodnié, ze prosta BE jest prostopadia do boku AC. Zauwaz, ze kat BED jest
katem wpisanym opartym na potokregu oraz wykorzystaj rownolegto$¢ odcinkéw DE i AC.

Zadanie 74.

Przedstaw na rysunku sytuacje opisang w zadaniu, np. tak jak ponize;j.

Odcinek MN jest $rednicg poszukiwanego okregu o srodku w punkcie C.

Do obliczenia dtugosci odcinka MN wykorzystaj zaleznosci migdzy dhugos$ciami promieni
okregdw 1 odlegloscig ich srodkow, gdy okregi sg styczne wewnetrznie:
IMN| =|MA| +| AB| + BN.
. . . . 1 19
Promien okregu o $rodku C jest rowny E-|MN| =5 = 9,5.
Zadanie 75.
Sprébuj uzupetié rysunek o elementy, ktore mogg pomoc rozwigzac zadanie.

Na pewno przyda¢ si¢ moga srodki tych okregow, odcinek taczacy srodki okrggdéw oraz od-
cinki taczace srodki okregéw z odpowiednimi punktami stycznosci.

Czy punkty styczno$ci i srodki okregdw tworza jakas szczegdlng figure? Czy mozesz zapisac
dhugosci jej bokow tylko za pomoca promieni okregow?

Czy dostrzegasz jaki$ trojkat prostokatny o bokach uzaleznionych tylko od dlugosci tych
promieni?

Jezeli znajdziesz taki trojkat, to korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, zapiszesz zwigzek pro-
wadzacy do tezy.



56 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

Zadanie 76.

Zauwaz, ze pole czworokata SKTL jest sumg pol dwoch przystajacych trojkatow prostokat-
nych SKT oraz SLT. Pomocny bedzie tu rysunek przedstawiajacy dwa okregi styczne we-
wnetrznie, z zaznaczonymi w nich odpowiednimi punktami i odcinkami (promien, Srodek
okregu, punkty stycznosci). Aby obliczy¢ pole trojkata prostokatnego (SKT lub STL), wy-
znacz dlugosci jego przyprostokatnych.

Zauwaz, ze jedna z przyprostokatnych jest promien okrggu O,. Druga przyprostokatna
to odcinek SK; skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa, aby obliczy¢ jego dtugos$c¢.

Znajac dlugosci przyprostokatnych trojkata, mozesz obliczy¢ jego pole oraz pole czworokata
SKTL.

Mozesz rowniez zauwazy¢, ze odpowiednio obracajac jeden z trojkatéw prostokatnych (SKT
lub STL), otrzymasz trojkat rownoramienny. Jego pole jest rowne polu rozwazanego czworo-
kata.

Zadanie 77.

Czy odcinki powstatego sze$ciokata maja jakie$ szczegdlne wzajemne polozenie? Czy mate
trojkaty, ktore powstaly po odcieciu od trojkata ABC danego szesciokata, s podobne do troj-
kata ABC? Czy na tej podstawie mozesz obliczy¢ pola tych matych trojkatéw uzaleznione
tylko od pola trojkata ABC oraz wielkosci X 1 y? Czy wiesz, jaka jest skala podobienstwa ma-
tych tréjkatéw do trojkata ABC?

Jezeli znasz t¢ skale podobienstwa, obliczysz pola matych trojkatow i to juz wystarczy do
obliczenia pola szeSciokata.

Uwaga: Mozesz tez napisa¢ wzory (z katem) na pole trojkata ABC i pola matych trojkatow
i stad uzyska¢ zalezno$¢ migdzy tymi polami, nie powotujac si¢ na podobienstwo.

Zadanie 78.

Z warunkow zdania wiesz, ze |[<CAB|=|«CED|. Zauwaz takze, ze |[«ACB|=|«ECD|, jako

katy wierzchotkowe. Zatem trojkaty ABC i CDE s3 podobne na mocy cechy podobiefistwa
trojkatow k-k-k. Jaka wlasnos¢ majg odpowiednie boki w trojkatach podobnych?

Zapisz proporcje wynikajacg z podobienstwa trojkatow ABC i CDE, w ktérej uwzglednisz
dane dtugosci bokow AC, BC, CE oraz szukang dtugos¢ boku CD. Z proporcji tej wyznacz
dhugo$¢ boku CD.

Zamiast tego mozesz np. wykorzystaé¢ fakt, ze katy BAC i BDC sg kgtami wpisanymi opar-
tymi na tym samym tuku, wiec sg rOwnej miary. Zauwaz tez, ze kat BCD jest oparty na pot-
okregu, wigc jest katem prostym. Teraz znajdz zalezno$¢ dla katow a i B w trojkacie prosto-
katnym BCD.

Zadanie 79.

Oznacz dhugos¢ ktoregos z odcinkow: AD, AE lub BE i1 za pomocg tej wielkosci wyznacz dtu-
go$¢ przeciwprostokatnej AB, wykorzystujac fakt, ze punkt E jest jej srodkiem oraz ze diu-
gos¢ odcinka DE jest rowna 1.

Z podobienstwa trojkatow, np. ADC i ACB, zapisz proporcje, w ktorej jedng nieznang wielko-
Scig bedzie wprowadzona przez Ciebie dtugo$¢. Oblicz t¢ dtugo$é, a nastgpnie dtugos¢ boku AB.
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Pozostaje teraz obliczy¢ dlugos$¢ trzeciego boku trojkata, co mozna zrobi¢ np. z twierdzenia
Pitagorasa.

Zadanie 80.

I sposob

Jezeli oznaczysz dtugosci odcinkow AE i EF np. przez a i b, to mozesz uzalezni¢ dlugosci
odcinkow FB i EB od a i b. Korzystajac z tego, w jakim stosunku punkt E podzielit podstawg,
mozesz wyznaczy¢ zalezno$¢é miedzy a i b. Poniewaz trojkaty DEBi GFB sg podobne, to
mozesz zapisa¢ odpowiednig proporcje odcinkow tak, by wykorzysta¢ odcinki EB, FB
i odcinki, na ktore punkt przeciecia wysokosci CF z przekatng DB podzielit te przekatng. Po-
niewaz dtugosci odcinkéw EB 1 FB zalezne sg od a i b, to mozesz policzy¢ ich stosunek, tym
samym uzyskujac ten, ktérego prawdziwos¢ trzeba wykazac.

II sposéb

Jezeli oznaczysz dlugosci odcinkéw AE i EF np. przez a i b, to mozesz uzalezni¢ dtugosci
odcinkow FB i EB od a i b. Korzystajac z tego, w jakim stosunku punkt E podzielit podstawe,
mozesz wyznaczy¢ zalezno$¢ migdzy a i b. Poniewaz odcinki DE i CF sg rownolegle (oba sg
wysoko$ciami trapezu), to do kata EBD mozesz zastosowac twierdzenie Talesa i zapisa¢ od-
powiednig proporcje odcinkow tak, by wykorzysta¢ EF, FB i odcinki, na ktore punkt przecie-
cia wysokosci CF z przekatng DB podzielit te przekatng. Poniewaz dtugosci odcinkow EF
i FB zalezne sg od a i b, to mozesz policzy¢ ich stosunek, tym samym uzyskujac ten, ktorego
prawdziwos¢ trzeba wykazac.

Zadanie 81.

Przedstaw pole trojkata ABC w postaci sumy pol dwoch trojkatow. Do zapisania kazdego
Z tych p6l uzyj wzoru z wykorzystaniem dtugosci bokow i kata miedzy nimi. W ten sposdb
otrzymasz rownanie, w ktérym jedyna niewiadoma begdzie dtugo$¢ odcinka CD.

Zadanie 82.

Przyjmij oznaczenie: |<XCB| =« . Oblicz pole trojkata XBC za pomoca wzoru, w ktorym

wystepuje sinus kata . Zastanoéw sie¢, jak mozna w inny sposob obliczy¢ pole tego trojkata.
Z poréwnania pol wyznaczysz sinus kata W tym celu najpierw oblicz dtugosci odcinkow
CE oraz CB.

Rozwigzanie zadania mozesz tez rozpocza¢ od obliczenia dhugosci odcinkow CE oraz CB.
Nastepnie wyznacz pole trojkgta XBC na dwa sposoby, wykorzystujagc dwie rézne
wysokosci.

Z porownania pol oblicz t¢ wysoko$¢, ktorg wykorzystasz do wyznaczenia sinusa kata c.

Zadanie 83.
Zauwaz, ze punkt A nie lezy na prostej y =2x—2.

Sasiedni wierzchotek (nazwijmy go B) jest punktem przecigcia danej proste] y=2x-—2
Z prosta do niej prostopadla, ktora przechodzi przez punkt A. Wyznacz rownanie tej proste;j.
Wspoétrzedne punktu przecigcia dwoch prostych obliczysz, rozwigzujac uktad rownan linio-
wych.
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ZastanOw si¢, czy mozna wyznaczy¢ wspotrzedne srodka okrggu opisanego na kwadracie,
gdy znamy wspotrzedne jego dwoch dowolnych wierzchotkow.

Jesli sg to wierzchotki kwadratu lezace naprzeciwko siebie, np. A i C, to jest to proste, bo $ro-
dek okregu S jest srodkiem odcinka AC. Punkt C lezy na prostej y =2x—2, wigc jego wspot-

rzg¢dne mozesz zapisa¢ w nastepujacy sposob: C = (X, 2X — 2) .

Wykorzystaj rowno$¢ bokoéw kwadratu |AB|=|BC| do zapisania rownania, z ktorego obli-

czysz wspolrzedne punktu C. Istnieja dwa punkty spelniajace zapisany wczesniej warunek:
C,=(2,2) i C,=(4, 6). Znajdz teraz $rodek odcinka AC, i $rodek odcinka AC,; beda to
poszukiwane $rodki okregow.

Zadanie 84.
Pierwszym krokiem rozwigzania powinno by¢ zbadanie, czy dane proste sg prostopadie.

Zauwaz, ze nie sg prostopadie, zatem druga przyprostokatna trdjkata moze by¢ zawarta
W prostej prostopadtej do prostej y =2x—3 lub do prostej y = % X —g .
Zadanie 85.

Przypomnij sobie, jakie wlasnosci posiadaja wspdlczynniki kierunkowe prostych réwnole-
gtych, a jakie prostych prostopadlych. Oznacz réznymi literami wspotczynniki kierunkowe
prostych i zapisz podang w tresci zadania rowno$¢. Nastepnie przeksztal¢ zapisang roéwnosé
do postaci iloczynowej.

Zadanie 86.

Oblicz najpierw drugie wspotrzedne punktow A i B, wykorzystujac informacje, ze punkty te
nalezg do wykresu funkcji f(X) = —§+3. Poniewaz X, =—2 i X, =2, zatem y, = f(-2)
i yg = T(2). W wyniku krétkich obliczen otrzymasz wspétrzedne punktow A i B. W drugiej
czedci rozwigzania nalezy obliczy¢ wspdtrzedne punktu C, wykorzystujge fakt, ze punkt B

jest $rodkiem odcinka AC (mozesz sporzadzi¢ rysunek pomocniczy). Wprowadzajac ozna-
czenia C = (x, y) 1 wykorzystujac wzér na $rodek odcinka, otrzymasz dwa proste rOwnania,

Z ktorych obliczysz wspotrzedne punktu C.

Zadanie 87.

Zauwaz, ze odcinek AB jest $rednicg okrggu. Punkt S jest $rodkiem cieciwy AB. Zastosuj
wzor na wspotrzedne srodka odcinka. Wykorzystaj fakt, ze punkt lezy na prostej, gdy jego
wspotrzedne spelniajg rOwnanie tej proste;.

Zadanie 88.

W rozwigzaniu zadania pomocne bedzie wyszukanie par punktow symetrycznych wzgledem
innego punktu. Mozesz wielokrotnie stosowa¢ wzor na wspotrzgdne srodka odcinka.
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Zadanie 89.

Pierwszym krokiem bedzie obliczenie dlugosci odcinka MN . Nie ma potrzeby wyznaczania
wspotrzednych wierzchotkow kwadratu. Jaka jest zalezno$¢ miedzy dlugoscig odcinka MN
i przekatng AC kwadratu ABCD ? Wykorzystaj podobienstwo trojkatow ACB i MNB .

Do obliczenia dtugosci boku kwadratu wykorzystaj wzor na przekatng kwadratu lub wzér na
pole kwadratu.

Zadanie 90.

Mozesz narysowac trojkat ABC w uktadzie wspotrzednych i znalez¢ jego obraz w symetrii
srodkowej wzgledem $rodka uktadu. Odczytaj z rysunku liczbe bokéw wielokata, ktory po-
wstat z czg$ci wspdlnej narysowanych trojkatow. Zastosuj wzor na sume katow n-kata.

Zadanie 91.

Przypomnij sobie zalezno$¢ miedzy wspdirzednymi punktow symetrycznych wzgledem osi
Ox. Zapisz réwnanie prostej w postaci kierunkowej i zastanow sie, jakie rOwnanie ma prosta
symetryczna do danej prostej w symetrii osiowej wzgledem osi Ox. Rozpatrz rézne potozenia
prostych.

Zadanie 92.

Rozpocznij zadanie od przypomnienia sobie, jak zmieniaja si¢ wspotrzedne punktu w symetrii
srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Juz wiesz, Zze obrazem punktu
P =(x,y) jest punkt P, =(—x,—y). Ustal zatem wspohzedne punktow A , B,, D,. Mozesz
sporzadzi¢ rysunek w uktadzie wspotrzednych. Nastepnie zwrd¢ uwage na wlasnosci trapezu
— jego podstawy AB,, C,D, zawieraja si¢ w prostych rownolegtych, a osig symetrii tego
trapezu jest prosta prostopadta do obu podstaw przechodzaca przez srodki tych podstaw. Aby
wyznaczy¢ jej rOwnanie, oblicz najpierw wspotczynnik kierunkowy prostej A B, 1 wspotrzed-
ne $rodka odcinka A B,. Na podstawie tych informacji zbuduj rownanie osi symetrii. Nastep-
nie, wykorzystujac rownolegto$¢ prostych zawierajacych podstawy i wspotrzgdne punktu D, ,
napisz rownanie prostej C,D,. Musisz jeszcze obliczy¢ wspotrzedne punktu C,. Zauwaz, ze
rozwiazujac uktad rownan zlozony z réwnan prostych C,D, oraz osi symetrii, otrzymasz
wspotrzedne punktu, ktory jest srodkiem odcinka C,D,. W ostatnim etapie wykorzystaj wzor
na Srodek odcinka 1 oblicz wspotrzedne punktu C, .

Zadanie 93.

Potacz punkt P z punktem C. Nazwij powstale katy i zauwaz, jakg majg whasnos¢. Zaznacz
rowne katy. Nastepnie oblicz miarg kata [<P,.CPy|.

Mozesz réwniez rozwigza¢ zadanie inaczej, tj. wg nastepujacej wskazowki.

Oznacz wspotrzedne punktu P, np. P=(p,q), i zapisz wspotrzedne jego obrazu w Syme-
triach wzglgdem osi uktadu wspotrzednych. Zapisz rownanie prostej przechodzacej przez dwa
wybrane spoérdd punktow Py, P, C.
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Zadanie 94.

Czy walec 1 potkula majg takie same promienie? Wyznacz objgtos¢ walca 1 objetos¢ potkuli
(potowa objetosci kuli) 1 dodaj je.

Zadanie 95.

Zauwaz, ze bokami trojkata ACH sa przekatna podstawy i przekatne $cian bocznych (jest to
trojkat rownoramienny). Bokami trojkata BDG réwniez sa przekatne Scian bocznych oraz
przekatna podstawy. Zatem oba trojkaty sa przystajace, a to oznacza, ze maja takie same katy.
Poniewaz kat AHC ma 50°, to pozostale katy tego trojkata maja po 65°. Kat DBG jest katem
przy podstawie trojkata rownoramiennego DBG, wigc wobec przystawania obu trojkatow tez
ma 65°.

Zadanie 96.

Zauwaz, ze z odcinkéw podanych na rysunku tylko SE i SG s3 zawarte w przeciwlegtych
Scianach bocznych. Plaszczyzny zawierajace te §ciany przecinajg si¢ wzdtuz prostej rownole-
glej do podstawy. Oba odcinki sg do tej prostej prostopadie, wiec kat miedzy nimi (tj. kat
ASC) jest tez katem miedzy $cianami. Zatem prawidtowa jest odpowiedz C.

Zadanie 97.

Zaznacz na rysunku kat migdzy wysokos$cig trojkata ABF poprowadzong z wierzchotka F
| plaszczyzna podstawy ABC tego graniastostupa i oznacz go, np. « . Zauwaz, ze trojkat CKF,
w ktérym wystepuje kat « , jest prostokatny.

Przyprostokatna CF lezaca naprzeciwko kata a jest wysokos$cig graniastostupa i jest rowna 8.

Oblicz druga przyprostokatng tego trojkata (wykorzystaj funkcje trygonometryczne). Jest ona
wysokoscig trojkata rownobocznego ABC.

Wykorzystaj wlasnosci trojkata rownobocznego do obliczenia dlugo$ci krawedzi podstawy
graniastostupa i z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie CKF oblicz wysokos¢ trojkata ABF.

Zadanie 98.

Kat miedzy przekatng S$ciany bocznej a sgsiednig $ciang F
boczng w graniastostupie to kat miedzy przekatng $ciany
bocznej, np. BD, i jej rzutem prostokagtnym na ptaszczyzng
sasiedniej §ciany bocznej, np. BCFE. Srodek krawedzi EF jest
rzutem prostokatnym punktu D, na ptaszczyzng BCFE.
Oznacz go, np. G. Rzutem przekatnej BD na ptaszczyzne BC-
FE jest odcinek BG.

Trojkat BDG jest trojkatem prostokatnym z katem prostym o c
przy wierzcholku G, a kat DBG jest poszukiwanym katem.
Oznaczmy go « .

D E

B

Aby wyznaczy¢ miare kata « , wystarczy zna¢ dtugosci dwoch bokéw trojkata BDG.
Wykorzystaj dane zadania do obliczenia wysokos$ci graniastostupa.

Majac wysoko$¢ graniastostupa, wyliczysz te dtugosci bokow trojkata prostokatnego BDG,
ktére wykorzystasz do obliczenia miary kata « . Pomocne beda funkcje trygonometryczne.
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Zadanie 99.

Wprowadz oznaczenia wymiarOw graniastostupa, np. oznacz dlugo$¢ krawedzi podstawy
przez a, za$ dhugos$¢ krawedzi bocznej przez h. Zaznacz na rysunku obie przekatne i katy,
ktore te przekatne tworza z plaszczyzng podstawy. Zapisz zwiazek pomiedzy dtugoscig kra-
wedzi bocznej a dlugoscia krotszej przekatnej. Zapisz zwigzek migdzy diugoscia krawedzi
podstawy a dtugoscig krawedzi bocznej. Skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa.

Zadanie 100.

Zacznij od narysowania kata miedzy $cianami bocz-
nymi danego ostrostupa. Jakie jest polozenie jego ra-
mion wzgledem wspodlnej krawedzi tego kata?

Pomocne bedzie wprowadzenie oznaczen, np.: kat
miedzy $cianami to kat BFC, a jego miara jest rowna

20 . 12
C . F/

Poniewaz $ciany boczne sa przystajace, to |BF| = |FC| . N

Zatem wysokos$¢ FE trojkata BFC dzieli go na dwa ’

przystajace trojkaty prostokatne BFE i CFE.

Aby obliczy¢ miar¢ kata o, mozesz wyznaczy¢ sinus

) BE
jego kata: sIna = % Jak wyznaczysz dlugosci po- 4 6v3 B
trzebnych odcinkdw? Zauwaz, ze odcinek BF jest wysokoscig trojkata ABD. Aby obliczy¢
jego dlugos¢, wyznacz pole tego trojkata, przyjmujac jako jego podstawe krawedz podstawy
ostrostupa, a nastgpnie przyrownaj do pola, gdzie jako podstawe trojkata przyjmiesz dtugosé
krawedzi boczne;j.

Zadanie 101.

Sporzadz rysunek: podstawa ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest kwadrat, a spodek
wysokosci ostrostupa jest punktem przeciecia przekatnych kwadratu. Znasz promien okregu
opisanego na tym kwadracie — jest on potowa dtugosci przekatnej kwadratu. Oblicz bok
kwadratu, wykorzystujac wzor na przekatna kwadratu lub stosujac twierdzenie Pitagorasa. Na
jednej ze $cian bocznych zaznacz wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka ostrostupa. Kat
pomiedzy tg wysokoscig i wysokosciag ostrostupa ma 30°. Z odpowiedniego trojkata prosto-
katnego oblicz wysoko$¢ ostrostupa. Nastepnie zaznacz na rysunku kat pomiedzy jedng
z krawedzi bocznych a jej rzutem prostokatnym na podstawe, czyli potowa przekatnej pod-
stawy. Wykorzystaj odpowiedni trojkat prostokatny, w ktérym zostat zaznaczony nowy kat.
Znasz w nim obie przyprostokatne. Twoim celem jest obliczenie sinusa zaznaczonego kata,
zatem niezbedne bedzie obliczenie dtugosci przeciwprostokatnej. Wykorzystaj w tym celu
twierdzenie Pitagorasa. Zastosuj wzor na sinus kata w trdjkacie prostokatnym.

Zadanie 102.

Pomocne bedzie narysowanie przekroju osiowego stozka i zaznaczenie kata miedzy tworzaca
a plaszczyzng podstawy. Nastepnie, korzystajac z warunkdéw zadania, wyznacz zalezno$¢
miedzy promieniem i tworzaca stozka. Majac t¢ zaleznos¢, oblicz wysokos¢ stozka H , ko-
rzystajac z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie prostokatnym. Sinus szukanego kata obliczysz
jako zalezno$¢ miedzy wysokoscig 1 tworzacg stozka.



62 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

Zadanie 103.

Aby wykaza¢, ze |AC| = |DE| , nalezy wskaza¢ trojkaty przystajace, w ktorych te odcinki sg
bokami.
Rozpatrz trojkaty ADC i DBE.

Z warunkéw zadania wykaz, ze |CD| =|BE| oraz |AD| =|BD|.
Zauwaz, 7 z wlasnosci trojkata BCD wynika |«CDB|=|«DBC]|.

Poréwnaj teraz miary katow ADC i DBE.

Trojkaty ADC i DBE maja takie same boki i rowne katy zawarte mi¢gdzy tymi bokami. Zasto-
suj odpowiednia cechg¢ przystawania trojkatow i wykaz tezg.

Zadanie 104.

Zapisz wzor na pole powierzchni catkowitej stozka w zaleznos$ci od promienia r i tworzace;j.
Zauwaz, ze jest to rdwnanie kwadratowe z niewiadomg r, gdzie re(0,8). Po rozwigzaniu

réwnania oblicz $rednice podstawy 1 porownaj ja z tworzaca. Jaki wniosek dotyczacy katow
i wysokos$ci stozka mozesz sformutowac?

Zadanie 105.

Aby obliczy¢ pole przekroju, okresl najpierw, jaka jest figura, sporzadzajac odpowiedni rysu-
nek. Zaznacz na rysunku $rodki krawedzi AD i CD i naszkicuj opisany przekroj. Zauwaz, ze
dlugos$ci dwoch bokéw otrzymanego trojkata sa rowne. Aby obliczy¢ dlugos$¢ podstawy tego
trojkata, mozesz zauwazy¢, ze jest ona rowna polowie dlugosci przekatnej podstawy grania-
stostupa. Aby obliczy¢ wysokos¢ trojkata, naszkicuj ja na rysunku i skorzystaj z twierdzenia
Pitagorasa w odpowiednim trdjkacie. Teraz mozesz juz obliczy¢ pole danego przekroju.

Zadanie 106.

Narysuj szeScian wraz z przekatng i zaznacz na nim odcinki: AL, AJ, AC i LJ. Punkt przecie-
cia odcinkow AC i LJ oznacz przez S. Odszukaj trojkaty prostokatne i zaznacz podane katy.
Zapisz funkcje trygonometryczne katow a i f, jako odpowiednie stosunki dtugosci bokow
w trojkatach prostokatnych. Znajdz wspolny odcinek w trojkatach prostokatnych ASJ i AOS.

Zadanie 107.

Na rysunku odszukaj trojkat prostokatny, w ktorym jeden z katow jest katem nachylenia $cia-
ny bocznej do podstawy. Wyznacz dlugosci jego dwoch bokoéw w zaleznosci od jednej
zmiennej (np. od dlugosci krawedzi podstawy), korzystajac z tego, ze spodek wysokosci
ostrostupa dzieli wysoko$¢ trojkata rownobocznego w odpowiednim stosunku. Nastepnie ob-
licz tangens szukanego kata i podaj sam kat.

Zadanie 108.

Zapisz wzor na pole powierzchni bocznej ostrostupa. Jakie odcinki nalezy wyznaczy¢, aby
obliczy¢ to pole? Naszkicuj rysunek i1 zaznacz w nim kat, o ktorym mowa w zadaniu. Wy-
znacz dlugos¢ potowy przekatnej podstawy graniastostupa, korzystajac z definicji funkcji
tangens. W jaki sposob, znajac dlugos¢ przekatnej kwadratu, obliczysz dtugos¢ jego boku?
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Wskaz trojkat prostokatny, w ktérym bedzie wysokos$¢ Sciany bocznej i wysokos¢ ostrostupa.
Zastosuj twierdzenie Pitagorasa, aby obliczy¢ wysoko$¢ §ciany bocznej w zaleznosci od H.

Wystarczy juz tylko podstawi¢ wyliczone wielkosci do wzoru na pole powierzchni bocznej
ostrostupa, aby uzalezni¢ go tylko od H.

Dhugosci wszystkich potrzebnych odcinkdéw mozesz wyznaczy¢, korzystajac z funkcji trygo-
H 2H H H

nometrycznych, np. |[EC|= — =2 lcsl=——=-=
sin60° /3 tg60° /3

wedzi bocznej oraz |CS| — dhlugos$ciag potowy przekatnej podstawy danego ostrostupa.

, gdzie |EC| jest dtugoscia kra-

Zadanie 109.

Pomocne moze by¢ narysowanie przekroju osiowego stozka i zaznaczenie kata o oraz zasto-
sowanie trygonometrii w odpowiednim trojkacie prostokatnym. Skorzystaj z definicji funkcji
cosinus oraz wykorzystaj dang zaleznos¢ miedzy dtugosciami tworzacej 1 promienia podsta-
wy. Po obliczeniu dlugos$ci tworzacej i promienia podstawy oblicz pole powierzchni stozka.

Zadanie 110.

Wyobraz sobie, ze zwigkszamy kat nachylenia ptaszczyzny przekroju do ptaszczyzny pod-
stawy. Wtedy punkty L, J i K przesuwajg si¢ ,,do gory”. Jesli punkt K pokryje si¢ z G, to kat
nachylenia przekroju, ktory jest czworokatem, bedzie najwigkszy. Dalsze zwigkszanie kata
spowoduje, ze przekrdj stanie si¢ pigciokgtem, nastgpnie trojkatem. Dla jakich katow otrzy-
mujemy czworokat? Zauwaz, ze ten czworokat jest rombem. Zrzutuj srodek odcinka LJ na
plaszczyzng podstawy i odszukaj prostokatne trdjkaty podobne. Oblicz dlugosci przekatnych
rombu.

Zadanie 111.

Zauwaz, ze trojkat AOB jest prostokatny. Czy wiesz, gdzie lezy $rodek okregu opisanego na
trojkacie prostokatnym? Skorzystaj z wlasnos$ci: §rodek okrggu opisanego na trojkacie prosto-
katnym pokrywa si¢ ze Srodkiem przeciwprostokatnej. Trzeba wigec znalez¢ wspoirzedne
srodka odcinka AB.

Rozpocznij od wyznaczenia wspotrzgdnych punktow A i B. Wyraz je w zaleznos$ci od b.
Pole trojkata AOB jest rowne 16. Czy potrafisz wyrazi¢ jego pole w zaleznosci od b?

Po obliczeniu warto$ci wspotczynnika b zapisz wspotrzedne punktow A 1 B i znajdz $rodek
odcinka AB.

Zadanie 112.

Jak zapewne pamigtasz, promien R kota opisanego na trojkacie rownobocznym jest rowny

2 : : .
gh, gdzie h oznacza wysoko$¢ tego trojkata. Wysokos¢ h trojkata rownobocznego, ktorego

a\/§ 2a\/_ a_x/;

bok ma dlugos¢ a, jest rowna h=——. Stad R= 2.3 =
2 3 2 3

Oblicz dtugos¢ boku trojkata rownobocznego.
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Zadanie 113.
I sposob
Jezeli trojkat T jest podobny do trojkata T, w skali k = % , to trojkat T, jest podobny do troj-

kata T w skali k =6. Poniewaz trojkat T, jest podobny do trojkata T w skalik =3, to trojkat
T, jest podobny do trojkata T, w skalik =2. Pole trojkata T, jest wigc 4 razy wigksze od pola
trojkata T, 1 rowne 96.

Il sposob

Z podobienstwa trojkatow wynika, ze P, = % P. 1 P, =9P, . Z drugiej rownosci wynika, ze

1 1 1 .
P = 9 Py, . Stad 9 P = % Py , cooznacza, ze P, =4-P, =96.

Zadanie 114.

Jezeli punkt S jest srodkiem okregu opisanego na kwadracie ABCD, to odcinek AS jest potowa
przekatnej tego kwadratu. Oblicz dlugos¢ odcinka AS.

Przekatna d tego kwadratu ma dlugo$¢: d = 2-|AS|=2+/20 . Korzystajac z twierdzenia Pitago-

rasa lub ze wzoru na przekatng kwadratu o boku a, otrzymujemy: a = 210 .

Zadanie 115.

Narysuj trojkat prostokatny i oznacz wierzchotki, pamigtajac, ze kat prosty jest przy wierz-
chotku A. Jak mozna zapisaé sin(LABC) jako stosunek dtugosci dwoch bokow trojkata? Jesli
oznaczysz dhugos¢ boku AB przez x, to jak mozna wyrazi¢ za pomocg X dtugo$¢ boku BC?
A boku AB? Jak jest zdefiniowany tangens w trojkacie prostokatnym?

Zobacz tez inny przyktadowy sposodb rozwigzania zadania.

Zadanie 116.

Zainteresuj si¢ czworokatem AOBP. Zapewne umiesz okresli¢ miary katow przy wierzchot-
kach A i B; to katy miedzy styczng do okregu a promieniem okregu poprowadzonym do punk-
tu stycznosci. Jaka jest suma katéw wewnetrznych czworokata?

Zadanie 117.

Jednym z punktow nalezacych do $rodkowej poprowadzonej do boku AB jest punkt C. Jesli
znajdziesz drugi, bedziesz mégl utozy¢ jej rownanie. Takim punktem jest srodek boku AB.
Oblicz wspoétrzedne tego punktu. Znajgc dwa punkty, mozesz obliczy¢ wspotczynniki rowna-
nia §rodkowe;.

Zadanie 118.

Dowolny punkt lezacy na prostej danej rownaniem X =a ma pierwsza wspotrzedng rowng a.
Z kolei jesli taki punkt nalezy do wykresu funkcji f, to jego druga wspoétrzedna jest f(a).
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Pamigtajac o tym, wyznacz wspotrzedne punktdw przecigcia danych prostych z wykresem
funkcji f, a nastepnie uzyj wzoru na odlegtos¢ dwoch punktow.

Zadanie 119.
Przy symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych kazdy punkt (X, y) prze-
chodzi na punkt (- x, — y). Na przyktad punkt (x, 2x +1) przechodzi na punkt (—x, —2x—1).

Zauwaz, ze druga wspotrzedna takiego punktu zalezy od pierwszej wspotrzednej. Jak wyglada
ta zalezno$¢?

2.5. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Zadanie 123.

Zauwaz, ze $rednia arytmetyczna liczb oczek w 100 rzutach kostka to $rednia wazona liczb
3,7514,25 z wagami réwnymi odpowiednio 0,4 oraz 0,6.

Zadanie 124.

Zapisz wzorem S$rednig arytmetyczng dla drugiego zestawu danych. Przeksztalcaj utworzong
sume i zauwaz wzor na $rednig arytmetyczng pierwszego zestawu danych. Przeksztal¢ utamek
z wykorzystaniem wzoru na $rednig ,,w drugg strong”. Zauwaz, ze nie musisz wykorzystywac
wzoru na odchylenie standardowe s.

Zadanie 125.

Czwarta ocene Adama z klaséwki oznacz np. przez X. Nastepnie zapisz odchylenie standar-
dowe otrzymanych ocen:

o7 o 6°+4° +4% + % _(6+4+4+ sz
4 4 '
Teraz wykorzystaj to, ze odchylenie standardowe otrzymanych przez Adama ocen jest rowne

fll S . . . L, . . .
G’ 1 zapisz rownanie kwadratowe. Wybierz to rozwigzanie rOwnania, ktore spelnia warun-

ki zadania.

Zadanie 126.

Zauwaz, ze suma dwoch liczb naturalnych jest podzielna przez 3, gdy
— pierwsza jest podzielna przez 3 i druga jest podzielna przez 3

albo

— pierwsza przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, a druga przy dzieleniu przez 3 daje
reszte 2,

albo

— pierwsza przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2, a druga przy dzieleniu przez 3 daje
reszte 1.



66 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

Sprawdz, ze wsrod liczb 1,2,3,4,5,6,7 sa:
— dwie liczby podzielne przez 3,
— trzy liczby, ktére przy dzieleniu przez 3 daja reszte 1,
— dwie liczby, ktore przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 2.
Sprawdz, ze wsréod liczb 1,2,3,4,5,6,7,8,9 sa:
— trzy liczby podzielne przez 3,
— trzy liczby, ktére przy dzieleniu przez 3 daja reszte 1,
— trzy liczby, ktére przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 2.

Teraz, stosujac regute mnozenia i regute dodawania, obliczysz, ze szukana liczba par jest

rowna 2-3+3-3+2-3=21.

Uwaga: Zadanie mozesz rozwigza¢ za pomocg tabeli o wymiarach 7 x 9, wpisujac w kazda
kratk¢ odpowiednig sume.

Zadanie 127.

Liczby, ktorych nie mozna uzyskaé jako iloczynu dwoch liczb ze zbioru {1, 2,3, ..., 6}, mozna
podzieli¢ na kilka kategorii:

1) liczby pierwsze wigksze od 6: 7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31,
2) wielokrotnosci liczb pierwszych wigkszych niz 6:
— wielokrotnosci 7: 14, 21, 28, 35,
— wielokrotnosci 11: 22, 33,
— wielokrotnosci 13: 26,
— wielokrotnosci 17: 34,
3) liczby 27 i 32.
Zatem wszystkich liczb, dla liczb ze zbioru Z={, 2,3, ..., 36}, ktérych nie mozna uzyskaé
jako iloczynu dwoch liczb ze zbioru {1, 2,3, ..., 6}, jest 18.

Zadanie 128.

Zauwaz, ze cyfra 0 nie moze wystepowaé w rzedzie setek liczby trzycyfrowej. Stad wynika,
ze sg trzy mozliwe pary cyfr setek i jednosci: (1,3), (3,1), (4,0); nie moze by¢ pary (0,4)
oraz pary (2,2). Ille mozliwosci masz dla cyfry dziesigtek? Cyfra dziesigtek moze by¢ kazda
z cyfr, ktore nie zostaly jeszcze zapisane. Zastosuj teraz regute mnozenia do obliczenia, ile
jest liczb opisanych w tresci zadania.

Zadanie 129.

Rozwaz liczby trzycyfrowe, w ktorych zapisie wystepuje jedna dziewigtka. Na ile sposobdéw
mozesz rozmiesci¢ dziewiagtke na trzech miejscach?

Pozostaja do uzupelienia jeszcze dwa miejsca. Na ile sposobow mozesz je uzupenic?
W zapisie rozwazanych liczb kazda cyfra jest inna 1 nie wystepuje zero, czyli masz
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do dyspozycji cyfry: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Z tego wynika, ze pierwsze z pozostalych dwoch
miejsc mozesz uzupekni¢ na osiem sposobow, a drugie na siedem sposobow.

Zatem liczb spelniajacych warunki zadania jest 3-8-7, czyli 168.

Zadanie 130.

Tabela przedstawiona na rysunku jest wyznaczona przez 7 prostych poziomych i 10 prostych
pionowych. Zastanow si¢, jak mozna wyznaczy¢ tabele o czterech wierszach i czterech ko-
lumnach opisang w tre$ci zadania.

Prostokatng tabele o czterech wierszach i czterech kolumnach opisang w tresci zadania mozna
jednoznacznie wyznaczy¢ na wiele roznych sposobow. W kazdym przypadku sprowadza si¢
to do wyboru dwoéch prostych, poziomej na 3 sposoby i pionowej na 6 sposobow.

Zadanie 131.

Oblicz liczbe wszystkich liczb pieciocyfrowych. Nastepnie oblicz liczbe liczb pigciocyfro-
wych o sumie cyfr rownej 3 (mozesz wypisac te liczby albo rozpatrywac¢ przypadki). Zasta-
néw sie, jak zapisa¢ liczbe 3 w postaci sumy pieciu sktadnikow naturalnych. Pamigtaj o po-
prawnym wykonaniu przybliZenia.

Zadanie 132.

Losujemy jedng przekatng trzynastokata sposrdd wszystkich jego przekatnych, wigc ile jest
réwna liczba wszystkich zdarzen elementarnych tego doswiadczenia? W ten sposob otrzy-
masz moc zbioru zdarzen elementarnych Q.

Oznacz litera, np. A, zdarzenie losowe polegajace na wylosowaniu takiej przekatnej trzynasto-
kata, ktora przecina przekatng A A, W punkcie lezacym wewnatrz trzynastokata. Gdzie musi
znajdowac si¢ jeden, a gdzie drugi koniec takiej przekatnej? Sposrdd ilu punktow trzeba wybraé
jeden, a sposrdd ilu drugi koniec takiej przekatnej? Ile jest wiec tych przekatnych?

W ten sposdb obliczysz moc zbioru A.

Na koniec oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, korzystajac z prawdopodobienstwa kla-
sycznego.

Zadanie 133.

Sposrod osmiu wierzchotkow sze$cianu wybierz najpierw jeden, a potem z pozostatych —
drugi wierzchotek. Na ile sposobow mozna to zrobi¢? W ten sposob obliczysz moc zbioru
zdarzen elementarnych €2.

Niech X oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch wierzchotkow, ktore sa kon-
cami tej samej przekatnej $ciany szescianu. Zastandéw sig, ile przekatnych §cian mozesz po-
prowadzi¢ z jednego wierzchotka sze$cianu. Mnozac t¢ liczbe przez ilo$¢ wierzchotkdw,
otrzymasz liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu X.

Teraz juz mozesz obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia X.
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Zadanie 134.

Narysuj ostrostup prawidtowy pigciokatny. Policz, ile ma wszystkich krawedzi. Doswiadcze-
nie polega na wylosowaniu jednej krawedzi, a potem drugiej z pozostatych. Jaka jest moc
zbioru wszystkich zdarzen elementarnych €2 ? Skorzystaj z reguty mnozenia.

Twoim zadaniem jest obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A polegajacego na tym, ze
wylosowane krawedzie bedg miaty wspolny wierzchotek. W tym celu rozwaz dwa przypadki:

1) pierwsza wylosowana krawedz to krawedz boczna,
2) pierwsza wylosowana krawedz to krawedz podstawy.

Spdjrz na rysunek i pomysl: jesli pierwsza wylosowang krawedzia jest krawedz boczna (ile
ich jest?), to na ile sposobow mozesz wylosowa¢ drugg krawedz tak, zeby z pierwszg miala
wspolny wierzchotek ? Ile bedzie wszystkich takich par? Jakie dziatanie trzeba wykonac, aby
to obliczy¢?

Teraz rozwaz drugi przypadek: jesli pierwsza wylosowang krawedzig jest krawedz podstawy,
to na ile sposobéw mozesz wybra¢ druga krawedz tak, aby miaty wspdlny wierzchotek? Ile
bedzie wszystkich takich par?

Jaka bedzie moc zbioru A, skoro zliczaliSmy liczbe jego elementéw, rozpatrujac dwa roziacz-
ne przypadki? Jakie dziatanie trzeba wykonaé?

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A; zastosuj definicje klasyczng.
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3. Rozwiazania

3.1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne.
Réwnania i nieréwnosci

Zadanie 2.

Z faktu, ze rozwigzaniem nieréwnosci f(x) <0 sa liczby rzeczywiste z przedzialu (1, 5),

wynika, ze parabola ma ramiona skierowane do gory, a miejscami zerowymi funkcji sg liczby
1i5.

Wykres funkcji kwadratowej f przesuwamy o trzy jednostki w lewo wzdtuz osi Ox. Miej-
scami zerowymi funkcji f(x+3) sg X=-2 i X=2. Przeksztalcamy wykres funkcji f (x+3)

symetrycznie wzgledem osi OX. To przeksztalcenie zmienia kierunek ramion paraboli, ale
nie zmienia punktow lezacych na osi OX, wiec liczby X=-2 i X=2 sg miejscami zerowymi
funkcji —f (x+3).

~
>

Y

Po wykonaniu szkicu zapisujemy rozwigzanie nierownosci —f (x+3) <0: X<—2 lub X> 2.

Zadanie 3.
C

Zadanie 4.
C
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Zadanie 5.
D

Zadanie 6.

I sposob
log72=log(3-2°) =log3 +log2® = 2log3+3log2 = 2a +3b

II sposéb
log72 =log(2-36)=log2+log6® =log2+2log6 =log2+2(log2+log3)=3log2+2log3=3b+2a

Zadanie 7.
D

Zadanie 8.
D

Zadanie 9.
D

Zadanie 10.
I sposob
Na podstawie podanego oprocentowania w skali roku obliczamy oprocentowanie w okresie

4-miesigcznym: %-3:1. Niech x oznacza kwote wplacong na lokate. Stosujemy wzor na

procent sktadany K, =k, (1+ %j , gdzie k, =x+916,56, k,=x, n=2 i p=1. Po pod-

stawieniu danych otrzymujemy rownanie X + 916,56 = x - (1, Ol)2 i rozwigzujemy je:
X+ 916,56 =1,0201x,
0,0201x = 916,56,
stad
x =45600.
I1 sposéb
Na podstawie podanego oprocentowania w skali roku obliczamy oprocentowanie w okresie 4-
miesigcznym: gz 1. Niech X oznacza kwote¢ wplacong na lokatg. Po pierwszym okresie kapi-

talizacji otrzymujemy 1,01x oszczednosci, a po kolejnym 1,01-1,01x =1,0201x. Po odlicze-
916,56
0,0201

niu wptaconej kwoty mamy 0,0201x odsetek, czyli 916,56. Stad x = =45600.
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III sposob

Oprocentowanie lokaty jest rowne 1% przez 2 okresy jej trwania. Niech y oznacza odsetki
doliczone po pierwszym okresie trwania lokaty, wtedy odsetki po drugim okresie sg rowne
y+0,01y, gdyz doliczono odsetki od odsetek. Zatem y+y-+0,0ly=916,56, czyli

2,01y = 916,56, a stad y =456. Skoro po pierwszym okresie otrzymano 456 zt odsetek, to
oznacza, ze wplacono 45600 zI na lokate z oprocentowaniem 1% w czasie jej trwania.

Zadanie 11.

I sposob
X — liczba uczniow w szkole na poczatku pierwszego roku

y — procent, o jaki zmalata liczba uczniow w trzecim roku

Rozwazmy diagram przedstawiajacy sytuacje opisang w zadaniu:

: 0,9 1,2.0,92 = 1,082 |(1—-2). 1,08z
x .9z ,2:0,92 =1,08x 100 b

Z tego wynika, ze

(1—Lj~1, 08X = X,
100

y 100
100 108’
y 8
100 108’
y:@:7gz7,4.
108 27

Odpowiedz: Liczba uczniéw szkoty w trzecim roku zmalata o ok. 7,4%.

II sposéb

Liczba ucznidow w ciagu pierwszego roku zmalata o 10%, zatem na poczatku drugiego roku
stanowita 90% liczby ucznidw z poczatku pierwszego roku. W drugim roku liczba uczniow
wzrosta 0o 20%, czyli liczba ucznidow na poczatku trzeciego roku stanowita 108% liczby
ucznidw z poczatku pierwszego roku. Jezeli liczba uczniow na poczatku pierwszego roku
i nakoncu trzeciego roku byla taka sama, to w trzecim roku liczba uczniow zmalata
0 8 punktéw procentowych.
Obliczamy, o ile procent zmalata liczba uczniow w trzecim roku:

i~1OO% = 72% ~7,4%.

108 27

Odpowiedz: Liczba uczniéw szkoly w trzecim roku zmalata o ok. 7,4%.
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Zadanie 12.

Ponumerujmy autobusy kolejnymi liczbami 1, 2,..., 10 wedtug liczby pasazerow nimi podro-
zujacych 1 oznaczmy liczbe pasazerow w I-tym pojezdzie przez Pp,, wigc
p=pP,=...2p, 250> p,,, =...2 py = P, , gdzie K to liczba autobusow przepetionych.

Pt Pttt Py K W postaci:

Zapiszmy rdznice
P+ P+t Py 10

(10—-K)(p, + P, +...+ P ) —K(Py g + ...+ Pyo) '
10(p, + Py + -+ Pyo)

Zauwazmy, ze (10-K)(p,+p,+...+ p,) =50(10—-k)k, gdyz kazda z liczb p,, p,,..., P, jest
wigksza lub rowna 50.

Zauwazmy, ze K(p,.,+...+ P) <50k(Q0—-K), gdyz kazda z liczb Py,q, Pyioser Pro JESE
mniejsza od 50.

Zatem (10-K)(p,+ p, +...+ p.) —K(Py,y +-.-+ Pyp) >0, co oznacza, ze kontroler sprawdzaja-
cy procent pasazerow podrozujacych w przepelnionych autobusach otrzyma wigksza liczbe.

Zadanie 13.
a=3log,2-1log,16 =log,8—l0g,16 =log, % =log, % ,

b =2log, 6—1log,18 =log, 36 —log,18 = log, % =log, 2.

Zatem a+b= IogS%HogSZ:Iogs(%-2j=log31=0.

Zadanie 14.
I sposob
Przeksztalcamy réwnowaznie wyrazenie:
log,, (3x)+ log,, (9x) = log,, (3x* - 9x) = log,, (27x° ) = log,, (3x)* =3 > 2,
co konczy dowod.
II sposéb
Przeksztalcamy rownowaznie wyrazenie:

log,, (3x*)+log,, (9x) = log,, 3+log,, X* +log,, 3 +log,, x =
=log,, 3+2log,, x+2log,, 3+log,, x=3log,, x+3log,, 3=
=3(log,, x+log,, 3) =3log,, (3x)=3>2,

co konczy dowod.

III sposob

Zapiszemy nierowno$¢ wynikajacg z tresci zadania: 10g, (3X2 )+ log,, (9X) >2.
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Przeksztalcamy te nier6wno$¢ rOwnowaznie:

1 1
> log,, (3x2 ) s log,, (9x) >1,

log,, (3x2); +log,, (9x)% >1,
log,, (x/C:_’x) +log,, (3«/;) >1,
log,, (B\ﬁ xﬁ) >1,

3

log,, (3x)2 >1,

§>1,
2

co konczy dowod.

Zadanie 15.
A

Zadanie 16.
Zauwazmy, ze prosta y = %X+1 przecina o$ OX, czyli prosta y =0 w punkcie 0 wspotrzed-
nych (—2,0) oraz prosta y = 7 —x przecina prosta y =0 W punkcie o wspéhzednych (7,0).

Wyznaczmy wspotrzedne punktu przecigcia prostych: y = % X+loraz y=7-x.

1
=—X+1
Y 2

y=7-X
X=4
y=3

SporzadZzmy odpowiedni rysunek.

Pole trojkata jest rowne
P =L|ac|-[BE|.
2

Tak wigc P=£-9-3=13l.
2 2
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Zadanie 17.

Przeksztalcamy réwnania do postaci kierunkowej 1 wykorzystujemy interpretacj¢ geome-

y=—4x-2 {y:—4x+2

) , . Uklad jest sprzeczny, gdy proste
y=-ax-b

tryczng ukladow réwnan: { )
y=-bx-a

0 tych réwnaniach sg rownolegte, ale nie pokrywajg sie, stad (a®>=4 i b#2), czyli (a=2
lub a=-2)i b#2. Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy proste o tych rownaniach
sie pokrywajg, tzn. (b*=4 i a=-2), wiec (b=2 lub b=-2) i a=-2. Ostatecznie otrzy-
mujemy, ze a=-2 i b=-2.

Zadanie 18.

'
(3]

Prosta o rdwnaniu y = —2x +6 przechodzi w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych tylko
przez dwa punkty kratowe: (1, 4) i (2, 2), przy czym drugi z nich ma rowne wspétrzedne.
Rozwigzaniem ukladu rownan jest para (1 4). Prosta postaci y=ax przechodzi przez punkt
A=(1 4), stad a=4. Szukane rownanie t0 y = 4x.

Zadanie 19.
A

Zadanie 20.

[EN

Punkty (0,—2%j oraz (6,—2%) leza na -1 1 2 38 4 5 6 71

[N

paraboli, wiec prosta X=3 jest jej osig

N

symetrii.

w

Miejscami zerowymi funkcji f sg x=1,
X =5, a ramiona paraboli sg skierowane

S

X=

w dot.

Rozwigzaniem nierownosci f (x) >0 sg liczby z przedziatu <1, 5> .
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Zadanie 21.
Przyjmijmy oznaczenia:
X — dhugos¢ dtuzszego boku prostokata,
X —5 — dhugo$¢ krotszego boku prostokata.
Poniewaz dtugo$¢ boku ma warto$¢ dodatnia, to x e (5;+).
Pole prostokata jest mniejsze od 24, zatem
X(x —5)< 24.
Przeksztatcamy nieréwnos$¢ tak, aby po jednej stronie wystepowata liczba 0:
x? —5x—24<0.
Rozwigzujemy nieréwnos$¢ w zbiorze (5;+oo).
Obliczamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = x> —5x—24:
X, =—-3, X, =8 iszkicujemy fragment jej wykresu.

Odczytujemy z wykresu rozwigzanie nierownosci kwadratowe;j: -3
xe(-38).

Uwzgledniajac warunki zadania, otrzymujemy warunek: X € (5;8).

Z tre$ci zadania wynika, ze dlugos¢ dluzszego boku prostokata jest
liczbg parzysta, zatem X =6.

Odpowiedz: Diugo$¢ dhuzszego boku prostokata jest rowna 6.

Zadanie 22.
C
Zadanie 23.
Zapisujemy polecenie zadania w postaci rOwnania
1 +X+1=2,
X+1
ktore nastepnie przeksztalcamy:
1 =2-x-1,
Xx+1
1 =1-x,
X+1

1=(x+1)(1-x).

Stad otrzymujemy x> =0 czyli x=0.
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Zadanie 24.

I sposob

Wprowadzamy oznaczenia:

w — wydajnos¢ godzinowa Il pompy (wyrazajaca cze$¢ objetosci basenu),
1,2w — wydajno$¢ godzinowa I pompy.

Zapisujemy zalezno$ci w postaci rOwnania, z wykorzystaniem danych dotyczacych czasu
napelniania basenu przez kazda z pomp:

1 2

—+1—.
12w 3

Przeksztalcamy do rownania postaci: 1,2 :1+%-gw. Wyznaczamy w=0,1 [obj¢tosci base-

1
w

nuj.
Zatem wydajno$¢ I pompy jest rowna 1,2w=1,2-0,1=0,12 [objetosci basenu].

Obliczamy, jaka cze$¢ pustego basenu napetnig w ciggu jednej godziny obie pompy, pracujac
jednoczes$nie:

012+01=0,22.
Obie pompy, pracujac jednoczes$nie, napetnig 0,22 objetosci basenu.
II sposéb
Wprowadzamy oznaczenia:

t — czas napelniania zbiornika tylko I pompa,
t +1§ — czas napelniania zbiornika tylko II pompg.

Zapisujemy zaleznos$ci w postaci rownania, z wykorzystaniem danych dotyczacych wydajno-
$ci napelniania basenu przez kazda z pomp:

1 12. 1 >
t+1-
3
zatem
1 12
Uy +1g
3
Przeksztalcamy do rownania postaci:
12t=t+ > .
3

Wyznaczamy

25 1 )
t=—=8= godziny.
3 3 g y
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Otrzymujemy
t+lg:81+12:10 godzin.
3 3 3

Czas napetniania basenu tylko I pompg jest rowny % godziny, zatem w ciggu jednej godzi-
.3 .
ny pompa ta napeini > objetosci basenu.

Czas napelniania basenu tylko II pompa jest rowny 10 godzin, zatem w ciggu jednej godziny
pompa ta napeini % objetosci basenu.
Obliczamy, jaka cze$¢ pustego basenu napetnig w ciggu jednej godziny obie pompy, pracujac
jednoczes$nie:

3,1 645 11 45
25 10 50 50

Obie pompy, pracujac jednoczesnie, napetnig 0,22 obj¢tosci basenu.

Zadanie 25.
D

Zadanie 26.
B

Zadanie 27.
C

3.2. Funkcje

Zadanie 29.

Obliczmy wyréznik i miejsca zerowe funkcji f okre§lonej wzorem f (X) =—X*+6Xx-5:
A=6"-4-(-1)-(-5)=16, VA = 4,
—6-4 —6+4
=———=5, =——0=1.
2-(-1) & 2-(-1)

Poniewaz mniejsze z miejsc zerowych funkcji f to takze miejsce zerowe funkcji g, wigc tym
miejscem zerowym jest liczba 1.

Wierzchotek paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, to punkt W o wspoirzednych
X, -5 3 o Yo :4_#6:4.

2-(-1)
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Poniewaz wierzchotek Z paraboli, ktora jest wykresem funkcji g, lezy na osi Oy uktadu wspot-
rzednych, to o§ Oy ukladu wspotrzednych jest osig symetrii tej paraboli. Wzor funkcji g ma
wigc postaé

g(x)=ax’+c.
Punkt W =(3,4) lezy na wykresie funkcji g, wigc g(3) =4, czyli
4=a-3+cC.
Liczba 1 jest miejscem zerowym funkgji g, wiec g (1) =0, czyli
0O=a-1’+c.
Stad c=-a. Zatem réwnanie 4=a-3°*+C mozemy zapisa¢ w postaci 4=a-3*—a, skad

. 1 . 1
otrzymujemy a = > adalej c=-a= -5

Wz6r funkcji g ma zatem posta¢ g (x) = % x? —% :

Uwaga

Wiedzac, ze jednym z miejsc zerowych funkcji g jest liczba 1 i ze 0§ Oy uktadu wspotrzed-
nych jest osig symetrii tej paraboli, mozemy zapisa¢ wzor funkcji g w postaci

g(x)=a(x+1)(x-1).
Punkt W =(3,4) lezy na wykresie funkcji g, wigc g(3)=4, czyli

4=a-(3+1)(3-1),

4=8a,
1

a==.
2

Wzor funkcji g ma zatem posta¢ g (X)= %(X+1)(x -1).

Zadanie 30.

Wprowadzamy oznaczenia: ( p,q) — wspotrzedne wierzchotka paraboli.

Obliczamy p: p= % =-2.

Poniewaz p e(-3,k), to najwigkszg warto$cig funkcji f jest f (-2)=8.
L e . - L 1 .1
Najmniejszg wartoscig, jaka funkcja f przyjmuje w tym przedziale, jest liczba 8 — 45 = 35.

. o 1
Wyznaczamy argument, dla ktorego funkcja f przyjmuje warto$¢ rownag 35 :
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—lx2—2x+6=31,
2 2

e _oxioloo,
2 2

A=4+5=9, x1=2—_13:1, x2:2—+13

Liczba X, =—5 nie spetnia warunkéw zadania.

Odpowiedz: k =1.

Zadanie 31.
A

Zadanie 32.

Zbadajmy zbior wartoci funkeji g(x) =x* +4x—1 w przedziale (1,3).

Funkcja g przyjmuje warto$¢ najmniejszg w punkcie X=-2, lecz —2 ¢ <1,3> . Zauwazmy, ze
funkcja g jest rosnaca w przedziale (—2,+ o). Zatem funkcja g ma warto$¢ najmniejsza
w punkcie X=1 i jest ona rowna g(1) = 4. Wobec faktu, ze funkcja g w przedziale <1,3> jest

rosngca i przyjmuje tylko wartosci dodatnie, funkcja f przyjmuje warto$é najwigksza w takim
punkcie, w jakim funkcja g przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Odpowiedz: Najwigksza wartos¢ funkcji jest rowna % :

Zadanie 33.
Wyznaczamy warto$¢ najmniejsza i najwiekszg funkcji f (X) =—x*+6x+5 w przedziale
(-1,5).
Obliczamy pierwszg wspotrzedng wierzchotka wykresu funkcji f:
-6

Skoro wige p e(—1;5) oraz wspotezynnik przy x” jest ujemny, to funkcja f przyjmuje war-
to$¢ najwicksza dla X =3. Poniewaz f(-1)=-2 oraz f(5)=10, to funkcja f przyjmuje
warto$¢ najmniejszg dla X =—1.

Poniewaz f(3)=14, f(—1)= —2, to zbiorem wszystkich warto$ci funkcji f jest przedziat
(—2;14).



80 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

Zadanie 34.

I sposob
Osig symetrii paraboli jest prosta X =2. Wierzcholek paraboli ma wspotrzedne (2, q) . Prze-

suwamy parabole o 2 jednostki w lewo (wzdhluz osi OX), tak zeby wierzchotek paraboli lezal
naosi Oy .

y 5
\\\ /E\ X
1 3

' Yo
' Vo
] [

g/ i f
/ i
1 M
1 N
SR pm—
I
=

Miejscami zerowymi funkcji g sa X=-1 oraz X =1.

Zapisujemy wzor funkcji g w postaci iloczynowej g(x)=a(x+1)(x—1).

Punkt (—2,—3) nalezy do wykresu funkcji g, wigc otrzymujemy —3=a(—2+1)(—2-1), stad
a=-1.

Ostatecznie otrzymujemy g(x)=—1(x+1)(x—1)=-x*+1.

II sposéb

Miejscami zerowymi funkcji f sg liczby 1 oraz 3, wigc zapisujemy wzor funkcji f w postaci
iloczynowej: f (x)=a(x—1)(x—3), a nastepnie wykorzystujemy informacje, ze f (0)=-3,
czyli ~3=a(0-1)(0-3), stad a=~—1.

Otrzymali$my wzor funkcji f: f(x)=-1(x-1)(x—3).

Osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, jest prosta X=2 i na niej lezy wierz-
chotek paraboli. Wierzchotek paraboli, ktora jest wykresem funkcji ¢, lezy na osi Oy, stad
wnioskujemy, ze wykonano przesuni¢gcie wykresu funkcji f 0 dwie jednostki w lewo

(wzdhuz osi OX). Stad otrzymujemy g(x)=f (x+2).
Wyznaczamy wzor funkcji g :

g(x)=f (x+2)=-1(x+2-1)(x+2-3)=—(x+1)(x-1) =—x* +1.
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Zadanie 35.

| sposob

Jezeli funkcja kwadratowa przyjmuje wartos¢ 0 dla X=-1 i Xx=3, to liczby —1 i 3 s3 miej-
scami zerowymi funkcji f. Zatem wzor funkcji mozna zapisaC w postaci:
f(x)=a(x-3)(x+1).
Poniewaz wykres funkcji f przechodzi przez punkt (-2,10),to f(—2)=10. Zatem spetniony
jest warunek:
f(-2)=a(-2-3)(-2+1)=10,
5a=10,
a=2.

Wzor funkcji f ma wige postaé: f(x)=2(x—3)(x+1).

Niech punkt o wspotrzednych (p, q) bedzie wierzchotkiem paraboli, ktora jest wykresem
funkcji f. Poniewaz pierwsza wspoétrzedna wierzchotka paraboli jest $rednig arytmetyczng

- . 3+(-1
miejsc zerowych funkcji f, to p = % =1. Zatem druga wspotrzgedna wierzchotka parabo-
li jest rowna: q= f (1)=2(1-3)(1+1)=-8.

Wierzchotkiem paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, jest punkt o wspotrzednych (1, —8).

Odlegto$¢ wierzchotka paraboli od punktu (0, 0) jest wige rowna:

VI +8 =1+64 =/65 .

Odpowiedz: Odleglosé¢ wierzchotka paraboli od punktu (0, 0) jest rowna J65.

II sposéb

Jezeli liczby -1 i 3 s3 miejscami zerowymi funkcji f, to pierwsza wspotrzgdna wierzchotka
paraboli jest $rednig arytmetyczng miejsc zerowych funkcji f, wiec p=1. Niech punkt

0 wspdtrzednych (p, q) bedzie wierzchotkiem paraboli, ktora jest wykresem funkcji f. Po-
niewaz p =1, to wzor funkcji f mozna zapisa¢ w postaci: f (x)=a(x —l)2 +q.

Wykres funkcji f przechodzi przez punkt (-2,10), wigc f(-2)=10 i f(3)=0. Zatem spel-

nione sg warunki:
10 = a(—2—l)2 +q
0=a(3-1)"+q

10=9a+q
O0=4a+q
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10=9a-4a
—4a=q(

a=2
q=-8

Wierzchotkiem paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f, jest punkt o wspotrzednych (1, —8).

Odlegtos¢ wierzchotka paraboli od punktu (0, 0) jest wigc rowna:

JI2 182 =1+64 =/65.

Odpowiedz: Odlegto$¢ wierzchotka paraboli od punktu (0, 0) jest rowna J65.

Zadanie 36.
I sposob

Jezeli wierzchotek paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, lezy na prostej y =-5, to druga
wspotrzedna wierzchotka jest rowna: q=-5.

Korzystajac ze wzoru na drugg wspotrzedng wierzchotka paraboli, otrzymujemy:

_16-4a _
da

-5, a#0.

Przeksztalcajac t¢ rownos¢ w sposdb rownowazny, otrzymujemy a = 3

Pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcji f opisanej wzorem

f (x):gx2 +4x+1, jest rowna: p:__4=_4,§:_3_
3 2.% 4
3

Zatem wierzchotek paraboli, ktora jest wykresem funkcji f , ma wspotrzedne (—3, —5) .

II sposéb

Jezeli wierzchotek paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, lezy na prostej o rownaniu
y =-5, to druga wspolrzgdna wierzchotka jest rowna: q=-5.

Korzystajac ze wzoru na pierwsza wspotrzedng wierzchotka paraboli, otrzymujemy:

Korzystajac z zaleznosci f (p)=q, otrzymujemy rownos¢:

(Yo

Przeksztatcajac t¢ rownos$¢ w sposob rOwnowazny, otrzymujemy a = 3

Pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkceji f , jest rowna
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Zatem wierzchotek paraboli, ktora jest wykresem funkcji f , ma wspotrzedne (—3, —5) .

Zadanie 37.
B

Zadanie 38.

Zauwazmy, ze punkt o wspotrzednych (2, —4) jest wierzchotkiem paraboli, ktora jest wykre-
sem funkgji f. Jesli a<0, to f(x)< f(2)=—4<12 dla kazdej liczby rzeczywistej x , CO prze-
czy zatozeniom zadania. Wobec tego a>0. Na pdtprostej (—oo, 2) funkcja a(x —2)* —4 ma-
leje, wigc jesli —4<x<-2,to f (— 4) > f (x) > f (— 2). Wobec tego najwigksza wartoscia
funkcji f na przedziale <— 4,—2> jest liczba f(—4). Z drugiej strony najwigksza wartoscia
tej funkcji na tym przedziale jest liczba 12 . Stad wynika, ze

12=f(-4)=a(-4-2)° —4=36a—4.

Zatem a= % = g . Najmniejsza warto$cig funkeji f na przedziale (—4,—2) jest liczba

f(—z)zg-16—4=§.

Zadanie 39.
I sposob

Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby —2 i 4, zatem pierwsza wspotrzedna wierzchotka

paraboli, ktora jest wykresem funkcji f , jest rtowna $redniej arytmetycznej miejsc zerowych:

—2+4 =1. Z tresci zadania wynika, ze f (1) = 3, zatem druga wspotrzedna wierzcholka pa-

raboli jest rowna 3. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe oraz wierzchotek para-
boli lezy powyzej osi OX, zatem parabola ma ramiona skierowane do dotu. Prosta y =2 jest

rownolegla do osi OX i lezy ponizej wierzchotka paraboli skierowanej ramionami do dotu,
zatem przecina wykres funkcji f w dwoch punktach symetrycznych wzgledem prostej X =1.
Co konczy uzasadnienie.

Uwaga: Sytuacje mozna przedstawi¢ graficznie.

Ay

/N T
AN
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II sposéb
Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby —2 i 4, zatem f(x)=a(x+2)x-4).

Obliczamy wspotczynnik a, korzystajac z informacji, ze f (1) =3:a= —% .
o 1
Z tego wynika, ze f(x)= -3 (x+2)x—4).
. . C , 2 8
Przeksztatcamy wzor funkcji f do postaci ogdlnej: f (X) = -3 X“ + 3 X+ 3

Wykres funkcji f ma dwa punkty wspolne z prosta y=2, gdy roéwnanie
—=X"+ % X +g =2 ma dwa rozwigzania. Réwnanie — % X% + % X+ g =2 przeksztalcamy

rownowaznie: x> —2x—2=0. ROwnanie kwadratowe ma dwa rozwigzania, jezeli wyroznik
trojmianu  kwadratowego jest wigkszy od zera. Obliczamy wyr6znik roéwnania
2

X —2x—2=0: A=4-4-(-2)=12>0. Poniewaz —%xz +§x+§ =2 ma dwa rozwigza-
nia, to wykres funkcji f ma dwa punkty wspolne z prostg y = 2. Co konczy uzasadnienie.
Uwaga

Z tresci zadania wynika, ze

f(-2)=0
f(4)=0
f1)=3
zatem wzor funkcji kwadratowe;j f(x): ax’ +bx+c mozna wyznaczy¢, rozwigzujac uklad
roéwnan
4a-2b+c=0
16a+4b+c=0
a+b+c=3
Zadanie 40.

Zapisujemy wz6r funkcji f w postaci kanonicznej f (x)=a(x —1)2 +4.
Wierzchotek C =(1,4), wigc wysokos¢ trojkata ABC jest rowna 4.

Dhugos$¢ odcinka AB jest rowna 4.

Prosta X =1 jest osig symetrii trojkgta ABC, wiec punkty A i B lezg w odleglosci 2 od tej pro-
stej. Stad A=(-1,0), B=(3,0).

Wykorzystujemy wspotrzedne punktu A lub B do wyznaczenia wspoélczynnika a we wzorze
funkcji f:

0=a(-1-1)’ +4,
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stad a=-1.
Zapisujemy wzor funkcji f:

f(x)=—(x-1)"+4.

Zadanie 41.

Pierwsze dwa odcinki tamanej maja dhugos¢ 1, nastepne dwa dlugos¢ 2, kolejne dwa diu-
gos¢ 3, itd. Niech f(n) oznacza dlugos¢ tamanej sktadajacej si¢ z 2n odcinkow, czyli takiej,

ktorej poczatkiem jest punkt A ikoncem punkt A, ., .Zatem
f(n)=(1+1)+(2+2)+(3+3)+...+(n+n)=2(1+2+3+..+n).

Sume 14+2+3+...+n kolejnych n liczb catkowitych dodatnich mozemy obliczy¢, wykorzy-
stujac wzor na sume¢ N poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego. Stad otrzymujemy
WZOr

f(n)=2-1+7n-n=n(n+1) dla n>1.

Dla n =33 warto$¢ funkcji f jest rowna f (33)=33(33+1)=1122.

Zadanie 42.
B

Zadanie 43.

Z jedynki trygonometrycznej obliczamy, ze cos®72°=1-a®, a nastgpnie przeksztalcamy

H] o 2 o H) o
podane wyrazenie: 1+ tg°72° =1+ Sin“72" _ cos"72"tsin"72’ 1

cos?72° cos? 72° 1—a?’
Zadanie 44.
I sposob
. . sin
Wykorzystujemy zalezno$¢ tga = e,
cos
sin
a_ 3,
cos
sina =3cos« .
Obliczamy warto$¢ wyrazenia
2sina—3cosa  6cosa —3cosa 3cos o 1

3cosa—5sina 3cosa—15cosa —12c0sa 4
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Il sposob

e . . . 2sina—-3cosa
Dzielimy licznik i mianownik wyrazenia przez cosa:

3cosa —5sina

sina _3COSa
25in0{—3COSC¥_ coSs o COSa_Ztga—3_2-3—3_ 3 _1

3cosa—bsina  4C0Sa sina  3-5tga 3-5.3 -12 4’
COS COS

Zadanie 45.
I sposob
sina . ) . sina .
Mamy tga = —— oraz sin f=cosa, wigc tga -sin f = -Cosa =sSina .
CoSa CoS &

Z jedynki trygonometrycznej mamy:

2
(gj +sina =1, czyli sina=+ fl—i.
5 25

V21 V21

Poniewaz 0° < <907, t0 sina :T . Zatem tga-sinﬁ:?.

II sposéb

W trojkacie prostokatnym przyjmijmy oznaczenia:

a, b — dlugosci przyprostokatnych, ¢ — dlugos¢ przeciwprostokatnej. Niech a bedzie katem
lezacym naprzeciwko boku o dlugosci a, za§ B — katem lezacym naprzeciwko boku

0 dhugosci b. Z definicji funkcji trygonometrycznych otrzymujemy: tga = %, sin g = b oraz
c

o|T

tga -sin B = =sina . Zatem otrzymujemy tga -sin B =sina .

oo

a

b
. . . 2V ., . 4

Z jedynki trygonometrycznej mamy 5 +sin“a =1, czyli sina == 1—2—5.

V21 V21

Poniewaz 0" < <90°, t0 sina = Zatem tga-sinﬂ:T.

Zadanie 46.

Korzystajgc ze wzoru sin® « + cos® o =1, otrzymujemy:

S
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czyli
-tastiaaitai g
2 16 2 16
Wobec tego a’ :1, czyli a:ﬂ lub a:—ﬂ.
16 4 4
ﬁ

Poniewaz Sina >0 i cosa>0,t0 a=—

Z tozsamosci trygonometrycznej wynika:

J7 1
sine _ 4 4 _J7-1_8-2V7 _4-V7
tga =
cos a £ 1 741 6 3
4 4
Zadanie 47.
Wyznaczmy sinus kata « , gdzie a jest katem ostrym:
sina =+v1-cos’ a = 1—% =§.
Wtedy tangens kata o jest rowny tga = ? % = ?
Wyznaczmy $rednig arytmetyczng danych liczb:
V5.1 5
3 2 6 2\/§+3+\/§_\/§+1
3 6-3 6

Zadanie 48.

J35

Z rownoscl Sina = & I z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy

2
cosa =\1-sin?a = 1—(E] = 1—§:1.

6 % 6
Zatem
J35
tg _smazizﬁ;
cosae 1
6

tga = tgp 1z zalozenia, ze oba katy a | S sa ostre, wynika, ze o= 3.

87



88 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

Zadanie 49.
Rozwigzujemy réwnanie
X?+2x-3
x> —3x-6
dla x nalezacych do dziedziny funkcji wymiernej f.
Przeksztatcamy do postaci rOwnowaznej:
x? +2x—3=2x* -6x-12,
x? —8x—-9=0.

Rozwigzaniami tego rownania kwadratowego sa liczby —1 oraz 9. Obie te liczby nalezg do
dziedziny funkcji f, gdyz x> =3x—-6=0, gdy x=-1lub x=9.

Odpowiedz: f(x)=2,gdy X=-11lub x=9.

Zadanie 50.

Niech Xx,oznacza pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcji
kwadratowej f. Z wiasnosci funkcji kwadratowej wynika, ze jesli f przyjmuje w przedziale
<O, 4> najmniejsza warto$¢ rowna f(2), a wigc dla argumentu nie bgdacego koncem prze-
dziatu, to X=2 musi by¢ pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli, a ramiona paraboli sg
skierowane w gore. Oznacza to, ze @ > 0 ; teraz korzystamy ze wzoru na pierwszg wspotrzed-

ng wierzchotka: 2 = —23, czyli b=-4a, z czego wnioskujemy, ze b <0.
a

Zadanie 51.

Jesli funkcja kwadratowa f przyjmuje te sama warto$¢ dla dwoch réznych argumentow, to sa
one na osi Ox symetryczne wzgledem osi symetrii wykresu; osig symetrii funkcji f jest zatem
prosta x =15.

Argumenty —2 i 5 sa na osi Ox takze symetryczne wzglgdem prostej x =15, zatem
f(-2)=f(5) i jest to warto§¢ najwicksza w przedziale (—2,5), gdyz z faktu, ze
f(0) = f(3) > f (1,5) wynika, iz ramiona wykresu funkcji f sg skierowane w gore.

3.3. Ciagi

Zadanie 53.
Niech g bedzie ilorazem ciagu (an ) Z whasnosci ciggu geometrycznego mamy a, = a,q°.
Z warunkéw zadania mamy 8a, = a,q° (zauwazmy, ze z faktu, ze a, =0 wynika, ze a, #0

oraz q=0), skad otrzymujemy ¢=2. Ponadto wiemy, ze a, =a,q, czyli 6=a, -2, skad
mamy a, =3.
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W rezultacie mamy a, =&, =3-2“" dla kazdej dodatniej liczby naturalnej k. Kiedy

a, >100, czyli kiedy 3-2* >100? Sprawdzamy kolejne potegi liczby 2:
— gdy k=1, 3-2° <100,
— gdy k=2, 3-2' <100,
— gdy k=3, 3-22 <100,
— gdy k=4, 3.2° <100,
— gdy k=5, 3-2* <100,
— gdy k=6, 3.2° <100,
— gdy k=7, 3.2° >100.

Tak wigc najmniejsza liczba naturalna k taka, ze a, >100, jest 7.

Zadanie 54.
A

Zadanie 55.
B

Zadanie 56.
Wyznaczmy 6smy wyraz ciggu arytmetycznego (an ):

_64-200 49-175_ ,, o1 ,1
4 22

a; =S, -9,

Wyznaczmy teraz wzor na N-ty wyraz ciggu arytmetycznego (bn ) :
b, =b, —4r,
b, =8-6=2.

Tak wigc b, :§n+l.
2 2

Z powyzszego €, =3n+1+ 2% =3n +3% :

Wyznaczmy sume 17 poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (Cn ):

1 1
6 +54—
C.+C 61-17 1037 1
517:%.172 22 2 17— ==

=518—-.
2
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Zadanie 57.

Stosujac wzor na sume N poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, otrzymujemy kolej-
Nno:

1564 - (B 3) 23
2 H
15642
23 =a +ay;,
a, +a,; =136.

Stosujac wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, otrzymujemy:
a,+a, =a+2r+a,+20r=a,+(a,+22r)=a, +a,.
Zatem S$rednia arytmetyczna wyrazow a, i a,,jest rowna

a,+a, a+a, 136
2 2 2

=68.

Odpowiedz: Srednia arytmetyczna wyrazéw a, i a,, jest réwna 68.

Zadanie 58.

I sposob
Aby wykaza¢, ze ciag (bn) jest ciagiem arytmetycznym, wykazemy, ze istnieje liczba 1 taka,

ze dla kazdego N >1 prawdziwa jest rowno$¢ b, =by +(n-1)r;.
Oznaczmy przez r réznicg ciggu arytmetycznego (an ) Wtedy

anp =8 +(nN+1)r, a4, =a +(n+3)r.

Stad
b, =2a,,, +4a,,, =28, +2(n+1)r+4a,+4(n+3)r =6a, +(6n+14)r =
=6a, +20r +(n—1)6r.

Ciag (b, ) jest wigc ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie by =6a, +20r oraz roznicy
rownej 6r .
Uwaga: Mozna tez zapisac, ze

b, =6a,+(6n+14)r, b,,; =6a +(6n+20)r,

n+l —

i sprawdzi¢, ze dla kazdego N >1 prawdziwa jest rowno$¢ b, —b, =6r.
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II sposéb
Aby wykazac, ze ciag (b, ) jest ciagiem arytmetycznym, wykazemy, ze istnieje liczba 1, taka,
ze dla kazdego N>1 prawdziwa jest rownos$¢

bn+1 _bn =.

Oznaczmy przez r roznicg ciagu (&, ). Dla n>1 mamy
b —bn =223 +43,,5 _(Zan+2 + 4an+4) = 2(an+3 ) ) + 4(an+5 —8ni4 ) =2r+4r =6r,

czyli ciag (b, ) jest arytmetyczny o roznicy 6r .

Zadanie 59.

I sposob

Przyjmijmy, ze ciag (a,) ma 2n—1wyrazow, gdzie n jest liczbg calkowita dodatnia, wtedy

wyrazem $rodkowym jest a,. Niech r oznacza roznicg tego ciagu. Pokazemy, ze an|82n_1

(tzn., ze a, jest dzielnikiem S, ,). Obliczamy sum¢ wyrazow ciagu arytmetycznego:

2a,+(2n-2)r
2

(2n-1) =(a +(n-1)r)(2n-1)=a,(2n-1).

Sona =
Poniewaz liczba 2n—1 jest calkowita, to S,, ; jest wiclokrotnoscig a,, czyli a,[S,,_; -

II sposéb

Przyjmijmy, Ze ciag ma 2n+1 wyrazow, gdzie n jest liczbg catkowitg nieujemng i oznaczmy
wyraz §rodkowy przez X. Niech r oznacza réznice tego ciggu. Wtedy jest n wyrazow przed
wyrazem X i n wyrazow po wyrazie X. Cigg mozemy zapisa¢ w postaci

(X—=Nr,..., X=2r, X=1, X, X+, X+2r, ..,X+0r).
Obliczamy sum¢

Syt =X—NF 4.+ X =2+ X =+ X+X+T+X+2r+...+X+nr=(2n+1)x.

Poniewaz liczba 2n+1 jest catkowita, to S,,,, jest wielokrotnoscia a, , czyli a,[S,, . -

Zadanie 60.
B

Zadanie 61.
Korzystajac ze wzoru ogdlnego wyrazu ciagu geometrycznego, mamy: 16 =q** i 32 =q*".

Z tego wynika, ze 2=0°, czyli q= V2 lub q= 2.
Zatem a,,, =16+/2 lub Q= ~1642.
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Zadanie 62.

Sytuacja przedstawiona w zadaniu odpowiada ciggowi geometrycznemu, w ktérym iloraz
q=0,8 oraz a, =20,48.

Poniewaz a,=a, -q", otrzymujemy réwnanie:

a, -0,8"=20,48,
a, =50.
Obliczamy sumeg pigciu poczatkowych wyrazow tego ciagu:
_ 5
S, =50 11 08 =168,08.

Kacper w ciggu pigciu dni wydat 168,08 zt.

Zadanie 63.

Oznaczamy: q — iloraz ciagu (a,) .

Z warunkéw zadania wynika, ze a, —a, = 3(a, —a,) oraz wyrazy ciagu (a,) sa rozne od 0,

ponadto q jest rozne od 0 iod 1, poniewaz wszystkie wyrazy ciggu sg rozne.

Poniewaz a, = a,q° oraz a, = a,q, otrzymujemy rownanie:

a3q2 —a; = 3(a3q _as)’

a,q° —a, =3a,q-3a,,
a,0° —3a,q+2a, =0,
ag(q2 —3q+2)=0.
Poniewaz a, =0, to
q°-3q+2=0;
A=(-3)2-4.1.2=1;

q:ﬂzl lub q:ﬂzg
2-1 2-1

Z warunkow zadania wynika, ze iloraz ciggu geometrycznego (a,) jest rowny 2.

Zadanie 64.

I sposob
Aby wykaza¢, ze ciag (bn) jest ciagiem geometrycznym, wykazemy, ze istnieje liczba 0,

taka, ze dla kazdego N >1 prawdziwa jest rowno$c¢ b, =b, -g," ™.

Oznaczmy przez q iloraz ciggu geometrycznego (a, ). Wtedy
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-1 1 2
an :alqn y an+2 =a1qn+ ,(2an+2) :4a12q2n+2.
Stad
By = 2 (28,0)7 — ™ 4a2q?""? dalq™ -
n-1 °*

=4a13q4q3n73 :4a13q4q3(n—1) _ 4a13q4 .(qs)

Ciag (bn) jest wigc ciggiem geometrycznym o pierwszym wyrazie b = 4a13q4 oraz ilorazie ¢,
rOwnym q3.
Uwaga: Mozna tez zapisac, ze

by =4a7q“a*™™, b, =4alq’q™,

i sprawdzi¢, ze dla kazdego N>1 prawdziwa jest rownos¢ b, :b, =q°.

II sposéb
Aby wykaza¢, ze ciag (bn) jest ciagiem geometrycznym, wykazemy, ze istnieje liczba @

bn+1 =q

taka, ze dla kazdego N >1 prawdziwa jest rownos¢ -

n

Oznaczmy przez q iloraz ciagu (a, ). Dla n>1 mamy

2
2 2\ a 24,
bn+1 :bn :(an+1(2an+3) ):(an (zan+2) ):n_+1_(n—+3)2:q.q2 :qg,
a, (2an+2)
czyli ciag (b, ) jest geometryczny o ilorazie g =q°.

Ciag (b,) jest wigc ciggiem geometrycznym o ilorazie rownym qs.

Zadanie 65.
Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu (an) jest liczba dodatnia.
Oznaczmy przez q iloraz ciggu (a,). Dla n>1 mamy:
a, = f(3n)=2",
a,, = f(3(n+1))=2""",

3(n+1) 3n  H3
8y, _ 2 3 2 32 _8-q.
a 2™ 2™

n

Tloraz ten jest staty dla kazdej liczby N >1, wiec dany ciag jest geometryczny, o ilorazie g =8.
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Zadanie 66.
I sposob
Wykorzystujemy wzor na -ty wyraz ciggu geometrycznego (@ =a,q"") i obliczamy iloczyn

5.1+2+3+4

5
8,8,2,,3; = aa0a0ag’ag’ =a’q " =a’q’ = (a9°) =a;.
PrzedstawiliSmy iloczyn wyrazoéw w postaci pigtej potegi wyrazu srodkowego (trzeciego).

II sposéb

Jezeli a, =0, to illoczyn wyrazow jest tez rowny 0. Jezeli a, # 0, to oznacza, ze iloraz ciagu

g =0 iiloczyn wyrazéw mozna zapisa¢ w postaci:

a
a1a2a3a4a5:%'as'a3'a3q'a3q2:ag-

Zatem przedstawili$my iloczyn wyrazow jako a;.

3.4. Geometria

Zadanie 69.
D

Zadanie 70.
C

Zadanie 71.
Kat BCDjest katem wpisanym opartym na potokregu i [«BCD|=90". Poniewaz katy BDC
i BEC sg kgtami wpisanymi opartymi na tym samym tuku BC, to [«BDC|=60".

Zatem |«CBD| =90 -60" =30

Zadanie 72.

I sposob

Kat BAC jest kgtem wpisanym opartym na tym samym
tuku co kat srodkowy BOC, wige |[«BOC|=2¢ . Poniewaz

trojkat BOC  jest rownoramienny (|BO|=|CO|), to
|«OBC|=|«OCB|= 4.

Na podstawie twierdzenia o sumie miar katéw w trojkacie

BOC mamy:
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20+2 =180,
a+ =90,

co nalezato wykazac.

II sposéb

DC
Kat BCD jest katem wpisanym opartym na polokregu '

i [«BCD|=90". Poniewaz katy BAC i BDC sg katami

wpisanymi opartymi na tym samym tuku, to 4 q
|«BDC|=|«BAC|=« .

Na podstawie twierdzenia o sumie miar katow w trojkacie ﬂ
prostokgtnym BCD mamy: Y

a+ f+90" =180",
a+ =90,

co nalezalo wykazac.

Zadanie 73.

Poniewaz kat BED jest katem wpisanym opartym na $rednicy BD, to |<IBED| =90°. Zatem

odcinek DE jest prostopadly do prostej BE . Z warunku réwnolegto$ci odcinkow DE i AC
wynika, ze prosta BE jest prostopadta do boku AC, co dowodzi tezy.

Zadanie 74.
D

Zadanie 75.

Niech X 1Y beda srodkami danych okregdéw. Powstaje trapez prostokatny ABYX, ktorego boki
majg dlugosci:

|AX|=r,|XY|=r+R,|BY|=R,|AB|=5.
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Zauwazmy, ze gdy przez punkt X poprowadzimy prosta rownolegta do odcinka AB, to po-
wstaje trojkat prostokatny XYZ o bokach: [XZ|=5,|XY|=r+R,YZ|=R-r.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy: (r + R)2 = (R - r)2 +5°.

Wobec tego 2rR=—-2rR+5%, czyli rR= % :

Zadanie 76.

I sposob
Sporzadzmy odpowiedni rysunek.

Zauwazmy, ze pole czworokata SKTL jest sumag pol
dwoch przystajacych trojkatow prostokatnych: SKT

oraz STL. ’

Tak wi le d kata jest 16
a wic;c pole danego czworokata jest rowne "
P= 2-§|SK|-|KT|.

)

Odcinek KT jest promieniem okrggu O,, tak wigc
KT|=2.

Odcinek SK jest jedng z przyprostokatnych trojkata
SKT.

ISK| = |ST|” =|KT[*

Dhugos¢ odcinka ST jest rowna rdznicy promieni danych okregow: |ST| =6-2=4.

Tak wigc |SK| =42 -22 =12 =23
Wynika z tego, ze pole czworokata SKTL jest rowne P = 23-2=443.

II sposob
Sporzadzmy odpowiedni rysunek.

Obro¢my trojkat SKT wokot punktu S o kat LSK prze-
ciwnie do ruchu wskazoéwek zegara, w wyniku czego

odcinek SK trafia na odcinek SL. "

Obliczamy wtedy pole trojkata réwnoramiennego
T'ST, gdzie T jest obrazem punktu T w opisanym ob-
rocie. (Otrzymujemy trojkat, bo katy TLS i TKS sg
katami prostymi).

A
)

Szukane pole jest rowne

P:%-2-|LT|-|SK|:|LT|-|SK|.
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Odcinek LT jest promieniem okregu O, , tak wige |LT|=2.

Odcinek SK jest jedng z przyprostokatnych trojkata SKT:
ISK| = |ST|" = |KT[*,
ISK| = /42 2% =12 = 243.

Wynika z tego, ze pole czworokata SKTL jest rowne P = 2.3-2=44/3.

Zadanie 77.

WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku.

0]

AK X AP X
AC X+y+Xx AB X+Yy+X

Woweczas trojkat AKP jest podobny do trojkata ACB, gdyz

i Z/KAP = ZCAB . Skala podobienstwa wynosi X Zatem pole trojkata AKP jest rowne

X+Y+X
X2
&)
2X+Y

Analogicznie dowodzimy, ze trojkat CLM jest podobny do trojkata CAB oraz ze trojkat BNO
X

2X+Yy

jest podobny do trojkata BCA. Skale podobienstwa sa takze rowne . Czyli pola trojka-

2
téwCLMiBNOsqréwne[ X Js
2X+Y

2
Wobec tego pole szesciokata KLMNOP jest rowne: S{l 3(2)()1 y] } :
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Zadanie 78.
Tréjkaty ABC i CDE sg podobne na mocy cechy podobiefistwa trojkatéw k-k-k, poniewaz:

1. z warunkow zadania |<1:CAB| = |<):CED| :
2. |<):ACB| = |<):ECD| jako katy wierzchotkowe;
3. |«ABC| =|«CDE| z sumy katéw w trojkacie.

Z podobienstwa trojkatow zapisujemy wigc rownosé:

10_[cD|
5 3
5-|CD| =30,
ICD|=6.

Odpowiedz: Bok CD ma dlugos¢ 6.
Zadanie 79.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

12 a
A X D1E B

Poniewaz punkt E jest srodkiem boku AB trojkata ABC, to |BE|=x+1.

Zauwazmy, ze trojkaty ADC i ACB sa podobne, gdyz oba sg prostokatne i maja wspolny kat

. AD| |AC .
ostry przy wierzchotku A. Zatem prawdziwa jest rownosé u = u , czyli
|AC| |AB|

x_ 12

12 2(x+1)

x> +x—-72=0.
Otrzymalismy rownanie kwadratowe, ktore ma dwa rozwigzania:

x="2_ 9 oz ="t _g
2 2

Pierwsze z tych rozwigzan odrzucamy, gdyz X to dtugo$¢ odcinka. Zatem X =8.

Przeciwprostokatna AB trojkata ABC ma wigc dtugosé
|AB| =2(x+1)=2-9=18.
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Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC obliczamy dtugo$¢ przyprostokatnej BC:
a=418"-12° =,[(18-12)(18+12) =/6-30 =65.

Obwod trojkata ABC jest zatem rowny L. =12+18+6+/5=30+65.

Zadanie 80.

I sposob

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D C
L@
Yy
A a EF b F a-+b B

Punkt G to punkt przecigcia wysokosci i przekatne;,
|AE|=a, |EF|=b, |FB|=a+b, |DG|=x, [GB|=Yy.
_2
a+20 5
Przeksztatcajac w sposob rownowazny t¢ rownos¢, otrzymujemy kolejno:

ba =2a+4b,
3a=4b,

Z warunkoéw zadania mamy zalezno$¢:

a:ﬂh
3
a+b=zb,
3

a+2b:9b.
3

Na mocy cechy podobienistwa k-k-k trojkatow DEBi GFB mamy:

X+y a+2b

y a+b’
10
xty_3°
y Zb’

99
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x+y 10

y 7

x_3

y 7
co nalezato wykazac.
II sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D C
N E

Y

A a FE b F a+b B

Punkt G to punkt przecigcia wysokosci i przekatnej,

|AE|=a, |EF|=b, |FB|=a+b, |DG|=x, [GB|=Yy.

_2
a+2b 5

Przeksztatcajac w sposob rownowazny t¢ rownos¢, otrzymujemy kolejno:
Sa=2a+4b,
3a=4b,

b:§a,
4

Z warunkoéw zadania mamy zalezno$¢:

a+b=za.
4

X b
Z twierdzenia Talesa mamy: ; T atb’ Zatem otrzymujemy:

>
‘b\w

S~

co nalezato wykazac.
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Zadanie 81.
Wprowadzamy oznaczenia: d — dtugos$¢ odcinka dwusiecznej zawartego w trojkacie ABC,

D — punkt przecigcia dwusiecznej z bokiem AB. Zapiszemy pole trojkata na dwa sposoby:

1 i o 1 \/§
PABC:§|AC|'|BC|'SIH6O =§ba.7,
Pasc = Paco + Paco =%ad -sin30°+%bd -sin30°:%-%(a+ b)d.

Poréwnujemy pole trojkata ABC zapisane na dwa sposoby i otrzymujemy rownanie

1(a+b)d = ba-ﬁ,
2 2

z ktorego otrzymujemy wzor na dtugo$¢ odcinka dwusiecznej: d = ﬁas .
a+
Zadanie 82.
I sposob
D C
/ &
A X E B

Przyjmijmy oznaczenie: |<XCB| = «

Niech CE bedzie wysokoscia trojkata XBC opuszczona na bok XB. Z warunkéw zadania
zachodzg réwnosci: |CE|:|DA|, |AB|:10, |DC|:6, |EB|:4, |AC|:2-|DA|, |CB|:|CX|.

W tréjkacie prostokagtnym AEC z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
ICE[* +67 =(2|CE|)’,
ICE[* +36=4-|CE[,
3-|CE[* =36,
ICE[" =12.
Zatem |CE|=24/3.

W trojkacie prostokatnym CEB z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
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(243) +42 =|BC,
ICB| =+/28 = 2J/7 =[CX]|.

Obliczamy pole trojkgta XBC :

P=%-2\/7-2\/7.sina.
Z pordwnania pol trojkata XBC otrzymujemy rownanie:

% 1 Zﬁ-zﬁ-sina,

2 2
8\/§=14-sina,
sina :@:@.
14 7
II sposéb

D C

-/

A X B B

Przyjmijmy oznaczenie:|«<XCB|=a, XF — wysoko$¢ trojkata XBC opuszczona na bok

CB,CE — wysoko$¢ trojkgta XBC opuszczona na bok XB . Z warunkéw zadania zachodza
rownosci: |CE|=|DA|, |AB|=10, |DC|=6, |[EB|=4, |AC|=2-|DA|, |CB|=|CX].

W trojkacie prostokgtnym AEC z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
ICE[* +67 =(2|CE]|)’,
ICE[* +36=4-|CE[,
3-|CE[* =36,
ICE[* =12.

Zatem |CE| = 24/3.
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W trojkacie prostokgtnym CEB z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
(2J§)2 +47 =[cBf,
ICB|=+/28 =247 =[CX].

Obliczamy pole trojkgta XBC :

P :%-2ﬁ-|XF|.
Z poréwnania pol trojkgta XBC otrzymujemy réwnanie:

82*/_ 1 2f 7-|IXF|,
SJ'

83 _ xFl.

Nid

W trojkacie prostokatnym XFC obliczamy sina :
| XF|
x|’

83 1 43
oot T

sina =

Sina =

Zadanie 83.
Punkt A=(1,5) nie lezy na prostej y=2x-2.

Wyznaczamy réwnanie prostej prostopadiej do prostej y=2x—2, ktora przechodzi przez

1 1
unkt A: y=—=x+5=.
p y > >
y=2x-2
Rozwigzujemy uktad rownan 1 1,stad X=3, y=4.
y=—§X+5§

Wspotrzedne sgsiedniego wierzchotka kwadratu, np. B, sg rowne B = (3, 4) .

Obliczamy dhugos¢ boku kwadratu |AB|= /22 +(~1)° =5

Trzeci wierzchotek kwadratu lezy na prostej y =2x—2,stad C =(x,2x—-2).

[BC| =/(x-3) +(2x-2-4) =15,
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x> —6X+9+4x* —24x+36 =5,
5x? —30x+45=5,
x> —6x+8=0, A=4 x=2, X,=4.
Otrzymujemy C, =(2, 2) lub C, =(4, 6).
Srodek okregu opisanego na kwadracie o wierzchotkach A=(15), B=(3,4), C,=(2,2)

ma wspoétrzedne S, = (1% 3%), a Srodek okregu opisanego na kwadracie o wierzchotkach

A=(15), B=(3,4), C,=(4, 6) ma wspotrzedne S, =£2%, 5%)

Zadanie 84.
1 5 . . . 1
Proste y=2x-3, y= 2 X — 2 nie s prostopadle, poniewaza, -a, =2- 2 #-1.

Jedna z tych prostych zawiera przyprostokatng, a druga przeciwprostokatng trojkata.
Rozpatrujemy dwa przypadki:
1. trzeci bok trojkata jest zawarty w prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y =2x—3,

2. trzeci bok trojkata jest zawarty w prostej prostopadlej do prostej o rownaniu y = % X— > .

4
1 1 1
Ad 1. y:—§X+bl, —2:—5-4+b1, b, =0, stad mamy y:—EX.
Ad2. y=-4x+b,, 2=-4-4+Db,, b, =14, stad y=—-4x+14.
Sprawdzamy, czy rozwigzania wyznaczaja z danymi prostymi trojkat niezdegenerowany, tzn.

czy trzy proste nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Proste o rownamachy:—zx,

y =—4x+14 nie powinny przechodzi¢ przez jeden z wierzchotkow trojkata, ktérym jest
5

punkt przecigcia prostych o rbwnaniach y=2x-3, y = 2 X — 1

Obliczamy wspotrzedne punktu przecigcia tych prostych, rozwigzujac uklad réwnan
y=2x-3
1 5. Wierzchotek trojkata wyznaczony przez te proste ma wspotrzedne (1,-1).

=—X——
y 4 4

Zadna z dwéch otrzymanych prostych y = —% X 1 y=-4x+14 nie przechodzi przez ten punkt
(-1 —%-1, —-1#-4.1+14).
Trzeci bok trojkata prostokatnego ABC zawiera si¢ wiec w prostej o rownaniu Yy = —% x albo

W prostej o rownaniu y =—-4x+14.
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Zadanie 85.

Wprowadzamy oznaczenia: niech a oznacza wspotczynnik kierunkowy jednej prostej, a b —
wspOlczynnik kierunkowy drugiej prostej. Oczywiscie a#0 i b=0. Zapisujemy podang

. o . 1 1. . .
wlasnos$¢ w postaci rownosci: a—b=—— b 1 przeksztatcamy ja kolejno:
a

ab(a—b)=b—a (po pomnozeniu réwnania przez ab),
ab(a—b)+(a—b)=0 (po przeniesieniu na jedng strong),
(a—b)(ab+1)=0 (po wytgczeniu wspodlnego czynnika),

a=b Ilub ab=-1.

Otrzymany zapis dowodzi, ze te proste sg rownolegle (majg rowne wspodtczynniki kierunko-
we) albo prostopadte (iloczyn wspotczynnikow kierunkowych jest rtowny —1).

Zadanie 86.
| sposob
Obliczamy drugie wspotrzedne punktow A i B:
f(-2)=7, zatem A=(-27);
f(2)=-1, zatem B=(2,-1).
Przyjmujemy oznaczenie: C =(x,y).

—2+X 7+y

Otrzymujemy zalezno$ci =2 oraz —5 = -1.

Stad X=6 1 y=-9.
Zatem C =(6,-9).
Il sposéb
Obliczamy drugie wspotrzedne punktow A i B:
f(-2)=7, zatem A=(-27);
f(2)=-1, zatem B=(2,-1).
Przyjmujemy oznaczenie: C =(x,y).
Z warunkow zadania wynika, Ze AB =BC.
Stad [4,-8]=[x—2,y+1].
Otrzymujemy zalezno$ci X—2=4 oraz y+1=-8, X=6 i y=-9.
Zatem C =(6,-9).
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Zadanie 87.

Zauwazamy, ze odcinek AB jest srednica okregu, bo $rodek okregu lezy na prostej |. Stosuje-
my wzory na wspotrzedne $rodka odcinka i otrzymujemy:

1 3
o |1+l 878
2 2

czyli S = (1, _le Sprawdzamy, czy punkt S lezy na prostej k, wstawiajgc wspotrzedne punk-

tu do rownania proste;j:

wigc srodek okregu nie lezy na prostej k.

Zadanie 88.

Zauwazamy, ze w szeSciokacie foremnym punkt O jest srodkiem odcinka AD i odpowiednio
P jest $srodkiem OB, O s$rodkiem BE, P srodkiem AC i O $rodkiem CF. Za kazdym razem

mamy jeden koniec odcinka, np. Q =(x,, ;) ijego srodek S=(Xg, Ys), a szukamy drugie-
go konca tego odcinka np. R = (Xz, yz). Korzystamy ze wzoru na wspotrzedne srodka odcin-

X, = 2X, — X
ka, wyszukujac odpowiednie odcinki i ich $rodki: {yz 2ys ; , stad otrzymujemy kolejno
2=4Ys™ N

np.:

D=(6-1 -243+3J3), D=(5, 3},
B=(8-3 —4J3+3), B=(5 -3.3),
E=(6-5 —2V3+3J3), E=(L \3),
C=(8-1 -4J3+33), C=(7, -B),
F=(6-7 -23+38), F=(-1 —3).
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Zadanie 89.
D C
/N
A M B

[MN|=J(8-2)° +(3-1) =36+ 4 =40 =2J10.

Poniewaz punkty M i N s3 $rodkami dwoch sgsiednich bokéw kwadratu ABCD), to korzy-
stajgc z podobienstwa trojkgtow ACB i MNB, przekgtna AC kwadratu ma dlugosé

|AC|=2|MN].
Zatem |AC|=2-2410 = 4410.

Niech a oznacza dlugos¢ boku kwadratu.

410

: . ) 0
Korzystajac ze wzoru na dtugos¢ przekatnej kwadratu, otrzymujemy: a = 72 = 4\/§ .
Uwaga: Dtugo$¢ boku kwadratu mozemy rowniez obliczy¢ ze wzoru na pole kwadratu.

Zadanie 90.

Rysujemy w uktadzie wspotrzednych trojkat ABC i znajdujemy jego obraz w symetrii $rod-
kowej wzgledem poczatku uktadu.

yA C,

M .
%Alx
B:
C

Czes$¢ wspolna tych trojkatow jest szesciokatem. Stosujemy wzor na sume¢ katéw wielokata
S, =(n—2)-180° i otrzymujemy S, =4-180°=720°.
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Zadanie 91.

Korzystamy z wihasno$ci symetrii osiowej. O§ OX jest osig symetrii figury ztozonej z dwoch
prostych wtedy, gdy jedna z prostych jest obrazem drugiej w symetrii osiowe] wzgledem tej
osi. Mogg zaj$¢ dwie mozliwosci:

proste si¢ przecinaja na osi,
proste sg rownolegte do osi i w jednakowej odleglosci od nie;j.

Ad a) z wlasnosci symetrii osiowej wzgledem osi OX wiemy, ze obrazem prostej o rOwnaniu
y =ax +b jest prosta o réwnaniu y = —ax — b, stad otrzymujemy, ze

{p+2:—q+5 {p+q:3 {pzl
o o
—-q=-2p q=2p q=2

Ad b) wspolczynniki rownan prostych réwnolegtych do osi Ox i lezacych w jednakowej odle-
glosci od niej spetniajg warunek

p+2=0 p=-2
q-5=0 < <q=5
—q=-2p —5=4 sprzeczne

Otrzymana sprzeczno$¢ pokazuje, ze taka sytuacja przy tych wspdtczynnikach p i g nie za-
chodzi.

Zatem proste majg rownania: y=3x—2 i y=-3x+2.

Zadanie 92.
W symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych obrazem punktu P = (X, y)

jest punkt P, =(—x,~y).
Stad otrzymujemy: A =(9,-7), B, =(-3,-1), D, =(3,~10).
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Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej A B, :

-7+l 1
9+3 2
Niech punkt E bedzie §rodkiem odcinka AB, .
9-3
AR
-7-1
=—=-4.
Ye 5

Zatem E = (3,-4).

Wyznaczamy rownanie symetralnej odcinka A B, , ktdra jest osig symetrii trapezu:

y =2x+k,
-4=2-3+k,
k =-10.

O$ symetrii trapezu AB,C,D, ma rownanie y =2x-10.

Wyznaczamy rownanie prostej C,D, rownolegtej do prostej AB;:

y——1x+m
2 )

—10=—1-3+m,
2
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m:—81.
2

1 1
C,D, :y:—Ex—8§.

Obliczamy wspotrzedne punktu F bedacego srodkiem podstawy C,D;:
y =2x-10
1

1
=—-—X—-8=
Y 2 2

y=2x-10
2x-10= —lx—8l
2 2

y =2x-10

Obliczamy wspotrzedne punktu C, .
Niech C, =(x,y).

4 3
C=(-1-,-720).
= (L 7))
Wspotrzedne wierzchotkéw trapezu  ABC,D, s3 réwne: A =(9,-7), B, =(-3,-1),

C = (—lg = 7%) , D, =(3,—10). O$ symetrii tego trapezu ma réwnanie y = 2x—10.
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Zadanie 93.
yA
B
Pac P
C A 7
Pac
I sposob

Oznaczmy katy: |<IACP| =a, |<):BCP| = . Wtedy o+ B =90°. Z wlasno$ci symetrii 0sio-
wej otrzymujemy, ze |<):ACPAC| :|<):ACP| =aq, |<):BCPBC|:|<):BCP| = . Obliczamy miare
kata | <P, CP;.|=|<ACP,.|+|«<ACP|+|«BCP|+|«BCP,

| %P, CPyc|=a+a+ B+ =2a+28=2(a+ [)=180°, a to oznacza, ze kat jest potpelny, wigc
punkty P,., Ci P, sa wspotliniowe.

II sposéb
Wprowadzamy wspélrzedne punktu P =(p, ) Znajdujemy obrazy punktu P w obu syme-
triach osiowych: P,. = ( p, —q) I Py = ( p, q) Zapisujemy roéwnanie prostej przechodza-

cej np. przez punkty P,. =(p, —q) i C=(0, 0): y= _Ay. Sprawdzamy, czy trzeci z punk-
p

tow (tj. Py =(—p, q)) lezy na tej proste;: _a. (-p)=q. Zapisana rownos¢ jest prawdziwa,
p

wige punkty Py, P,., C leza na jednej prostej.

Zadanie 94.
B

Zadanie 95.
B

Zadanie 96.
C
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Zadanie 97.

A

Na rysunku zaznaczamy kat miedzy wysokoscig trojkata ABF poprowadzong z wierzchotka F
i plaszczyzng podstawy ABC tego graniastostupa i oznaczamy: |«<FKC|=e«, gdzie punkt K
jest srodkiem boku AB.

CF| 443 .
a=%=§,w1qc |CK|:2\/§.

Tréjkat ABC jest rownoboczny i jego wysokosé |CK|=2+/3, wige |AB|=4.

Obliczamy wysokos$¢ |KF|:J82+(2»\/§)2 =219 (z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie
4-219 _ 45,

CKF), a nastgpnie obliczamy pole trojkata P,,.- =

AABF 2
Zadanie 98.
F
. | G
D E
QY
&
A B

Punkt G jest srodkiem boku EF, a kat DGE jest prosty.

Tréjkat BDG jest trojkatem prostokgtnym z kgtem prostym przy wierzchotku G, a kat DBG
jest katem nachylenia przekatnej Sciany bocznej do sgsiedniej Sciany bocznej. Oznaczmy go « .

Podstawa graniastostupa jest trojkatem réwnobocznym o boku 4, wiec |DG| =23.
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Obliczamy wysoko$¢ |AD|=H graniastostupa:
2
V=P H, 16J_=4f-H,

astad H = 4«/5 )
Z twierdzenia Pitagorasa w trdjkacie ABD obliczamy dlugos$¢ odcinka BD:

|BD|=4/42+(4\/§)2 —4\3.

Z funkcji trygonometrycznych w trojkacie BDG obliczamy miare kata « :
DG| . .
u=S|n05, stad mamy sma:%:l, stad a =30°.
DB 43

Zadanie 99.
J

~
~

~
~

~

!
’
E/
)

’ D

1
1
1
)
1
1
1
1

i e
b7 o

A

Woprowadzamy oznaczenia: |<EAK|= 3, |«DAJ| =« dlugos¢ krawedzi podstawy |ED|=a,
dlugos¢ krawedzi bocznej |EK|=|DJ|=h oraz dlugo$¢ krotszej przekatnej graniastostupa
a3 e

=a3. W trojkacie AEK

|AK| =k. Z wlasnosci szesciokata foremnego (wynikajacej z podziatu na sze$¢ trojkatow

rownobocznych) otrzymujemy, ze |AD|=2a, |AE|=2- >
2
7 i z twierdzenia Pitagorasa (a 3)2 +h? :ng

: h : h
sin g k,czyl\ﬁ k,stz;dk >
|DJ|_h_2a_1
|AD| 2a 2a

wyznaczamy h=2a. Nastgpnie w trojkacie ADJ otrzymujemy tgo. =

a to oznacza, ze o =45°.
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Zadanie 100.

A 6v3 B

Sporzadzmy odpowiedni rysunek.

Kat migdzy $cianami bocznymi tego ostrostupa to kat BFC. Przyjmijmy, Zze jego miara jest
rowna 2a .

Poniewaz $ciany te sg przystajace, to |BF| = |FC| . Zatem wysoko$¢ FE trojkata BFC dzieli go
na dwa przystajace trojkaty prostokatne BFE i CFE.

Oznaczmy kat BFE (a wigc i CFE) przez «.

e

[BF |’

Sinus kata a w trdjkacie prostokgtnym BFE jest rowny Sina =

Odcinek BE jest rowny |BE| = ? =3V3.

Wyznaczymy dtugos¢ odcinka BF.

Zauwazmy, ze jest on jedng z wysokosci trojkata ABD.

Pole trojkata ABD (przystajacego do trojkatow BCD oraz ACD) jest takie samo jak pole troj-
kata BCD, a wigc rowne P = % BC - DE. Ponadto pole to jest takze rowne P :%AD -BF .

Wynika 2 tego, 7e [BC|-[DE| = 7| ADI-[BF.

IBC|-|DE|

Z powyzszego |BF|= D)

Wyznaczmy teraz dlugos$¢ odcinka DE. Jest on jedng z przyprostokatnych w trojkacie prosto-
katnym BED. Druga przyprostokatna jest rowna |BE| =3J3, a przeciwprostokatna BD ma
dhugos¢ 12.
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|DE| =122 — (33 =+144—27 = V117 =3V13.

Dhugos$¢ odcinka BF jest wigc rowna

BF| - 6/3-3J13 3439
12 2
Wyznaczmy teraz sinus kata « :
_ |BE|
sina =—,
[BF|
Sine =3V3-—2_ = 23 _ 2413 ~0,5547 .
3J/39 39 13
Miara kata « jest wiec rowna 34°. Tak wiec 2 = 68°.
Zadanie 101.
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku.
S
«
VDN Sl S R A C
£ 0
4 B

a=30", r=2y2
Promien okregu opisanego na podstawie to odcinek ocC.
loC|=2v2.
Przekatna kwadratu, ktory jest podstawa ostrostupa, jest rowna |AC|=4+/2.

Podstawa ostrostupa jest kwadrat o boku 4.

Korzystamy z wiasnosci trojkata prostokgtnego EOS :

115
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[EO|=2,
g0 = 2 =3,
SO 3
SO =2+3.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego COS :
Isc|® =|so|" +|cof’,
scf = (243 +(2v2f,
Isc|* =20,
sC|=2+5.

Obliczamy sinus kata g nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy:

Sinﬂ;&;@
25 5 °

Sinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy jest rowny % :

Uwaga: Zauwaz, ze zadanie mozna rozwigza¢ bez danych dotyczacych promienia okrggu
opisanego na podstawie.

Zadanie 102.

I sposob

S
A
A o r B

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku, na ktorym przedstawiono przekrdj osiowy stozka.

Uwzgledniajac warunki zadania, otrzymujemy:

a3
zrt 2’
2l =3r,
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Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie prostokatnym SOB otrzymujemy:

2
H2+(§-Ij =17,

1-\5

Poniewaz H >0, to otrzymujemy H =

Kat miedzy tworzacg a ptaszczyzng podstawy stozka to kat SBO. Niech |<ISBO| =a.

W trojkacie prostokatnym SOB obliczamy sinus kata « :

|-\5
3 A5

. H
sing=—=—2—=—"—,
I I 3

II sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku w | sposobie.

Uwzgledniajac warunki zadania, otrzymujemy rownanie:

a3
art 2’
21=3r,
§-r:I.
2

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie prostokgtnym SOB otrzymujemy:

2
H2+r2:(§-rj ,
2

2

H?=Z.r2,

Poniewaz H >0, to otrzymujemy H =$.

M| o

Kat miedzy tworzacg a ptaszczyzng podstawy stozka to kat SBO. Niech |<ISBO| =a.

W tréjkacie prostokagtnym SOB obliczamy sinus kata o :
r-/5

2 _\5

H
SINa =— = = .
| . 3

N W

117
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Zadanie 103.
Z warunkow zadania mamy: [CD|=|CB| oraz |CB|=|BE

, wige |CD| =|BE|.

Odcinki AD oraz BD sa rowne, poniewaz punkt D jest srodkiem odcinka AB.
Oznaczamy: |«CDB| =, stad |<ADC|=180°-a.

Trojkat BCD jest rtownoramienny, wiec |<DBC| =a, stad |<):DBE| =180°-« .

Z cechy przystawania trojkagtow b-k-b wynika, ze trojkaty ADC oraz DBE sg przystajace.

Z przystawania trojkatow wynika réwnos¢ odpowiednich odcinkéw, czyli |AC| = | DE| .

Zadanie 104.
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku:

I — promien podstawy stozka,
a — kat rozwarcia stozka. A
Z warunkoéw zadania otrzymujemy rdwnanie 8

P, =7zr(r+8)=487z,

r(r+8)=48,
r’+8r-48=0, gdzie re(0,8). e

—8+16 _

A=64+192=256, \JA=16, I, = >

4, r, =-12; drugie rozwigzanie odrzucamy, bo

nie spetnia warunkoéw zadania.

Przekrd) osiowy stozka jest trojkatem, w ktorym wszystkie boki majg takg samg dtugos¢ 8.

83

Jest to trojkat rownoboczny, wiec o =60°. Wysoko$¢ stozka jest rowna h = — = 43,
vV :l.,,.42 % _ 64”\E.
3 2 3
Uwaga

Miare kata o mozna obliczy¢, stosujac funkcje trygonometryczne,
np. oznaczamy S — kat migdzy tworzacg stozka i promieniem pod-

stawy. 8

r
T:cos,B,

1
cosf==, \y
g 2

wigc f=60°.
Z wlasnosci stozka wynika, ze o =180°—2/ =60°.

Wysoko$¢ h stozka obliczamy:
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— z funkcji trygonometrycznych: IE:sin,B, h=8-5in60° =43

lub
2
— 7z twierdzenia Pitagorasa: h? =1 —r? =64—16 = (4\/5) .

Zadanie 105.
Sporzadzmy odpowiedni rysunek.

A 4v2 B
Oznaczmy przez K i L srodki odpowiednich krawedzi. Niech M bedzie srodkiem odcinka KL.

Zauwazmy, ze figurg otrzymana w przekroju jest trojkat rOwnoramienny. Jego pole jest rowne
P= 1||<|_|-||\/|H|.
2
Wyznaczmy dtugosci odcinkéw KL oraz MH.
Odcinek KL jest potowa przekatnej kwadratu o boku 42
1
Tak wigc |KL| =§-4\/§-\/E=4.

Odcinek MH jest przeciwprostokatng w trojkacie prostokatnym DMH o przyprostokatnych
1 . :
dlugosci |DH| =8, |[DM|=|MK| = E'KL| =2 oraz kacie prostym MDH (gdzie MDH jest ka-

tem miedzy krawedzig boczna i ptaszczyzng podstawy w danym graniastostupie).

IMH| = /64 + 4 = /68 = 217

1
Pole przekroju jest wigc rowne: P = > 4.2\17 =417 .
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Zadanie 106.

I sposob

D1 Cl

AZ ~B

Niech S bedzie $rodkiem odcinka LJ, za§ O punktem przecigcia przekatnych podstawy ABCD.
Oznaczmy dhugos¢ krawedzi szescianu przez a. Przekatna kwadratu o boku a jest roéwna

av2, za$ przekatna szescianu o krawedzi a jest rowna a3. W trojkacie prostokatnym
ACC, otrzymujemy, ze

IAC] a2 B

cosa = = =—,
AC,| a3 3
natomiast w trojkacie prostokatnym ASJ otrzymujemy
a2

1
sl _o*Cl T 2\

As]As] a3 VB3
2

19s

Zatem cosa =tgps .

II sposéb

Niech S bedzie srodkiem odcinka LJ, zas O punktem przecigcia przekatnych podstawy ABCD.
Trojkat LAJ jest rownoramienny, wiec w trojkacie prostokatnym ASJ otrzymujemy

1
s3] LAl |ac]

tgf = ot = — .
9 = 1as| " TAs]  ZJAs
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Trojkat AOS jest prostokatny i

1
0] 1A ac

|AS|  |AS|  2|As|

Wobec powyzszego cosa = tgf .

Zadanie 107.

5

Wysokos¢ ostrostupa DG oznaczmy jako h, a krawedz podstawy jako a.

Z tre$ci zadania mamy, ze a=2h.

Poniewaz trojkat ABC jest rownoboczny, jego wysokos¢ BE ma dhugosé %a . Punkt G dzieli

odcinek BE w stosunku @ :% , czyli |EG| =%~§a .

EG|

W trojkacie prostokatnym EGD mamy zatem:

IDG|

tga:—:—:

Wobec tego kat @ ma miare 60°.
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Zadanie 108.
Sporzadzmy odpowiedni rysunek.

Wz6r na pole powierzchni bocznej ma postaé
P= 4-%|BC|-|EF| = 2|BC| -|EF| = 2|AB| -|EF|.

Wyznaczmy dtugos$¢ odcinka AB.

Rozwazmy trojkat prostokgtny SCE o przyprostokatnych: SC oraz SE=H .
Odcinek SC jest potowa przekatnej kwadratu o boku AB.

H
tg 60° = —,
77 e
H _5.
'S¢

Tak wige |SC|= \/_37

2/3H
3

Witedy |AC| = oraz |AC| = |AB|\/§ . Wynika z tego, ze
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|AB|x/_:2\/_ﬁ,
3
)

Wyznaczmy teraz dlugos¢ wysokosci $ciany bocznej ostrostupa |EF| .

Rozwazmy trojkat prostokatny SFE:
J6H

. gdzie [SF|=—|aB|= 2"

2
2
|EF|\/H2+(@j = HZ_,_H_:@_

|[EF| = /|SE|” +|SF

|2

6 6

Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest rowne

_, J6H Ja2H _2J7H?
3 6 3

P

Zadanie 109.

123

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Z definicji funkcji trygonometrycznej dla danego kata

v r .
a w trojkacie prostokgtnym COB mamy: cosa =7 Z warunkow zadania mamy: |—r=6

2 r 2 5
oraz =TT Zatem otrzymujemy rownanie: I—E-I =6 albo rownanie E-r—r =6. Prze-

ksztalcajac je w sposob rownowazny, otrzymujemy | =10 oraz r=4.

Zatem pole powierzchni stozka jest rowne: B, =7-4-10=40x.
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Zadanie 110.

N

Przekroj jest czworokagtem AJKL i punkt K znajduje si¢ ponizej punktu G. Zwigkszajac kat a,
otrzymamy czworokat ,.graniczny”, gdy K =G. Dalsze zwiekszanie kata spowodowatoby
powstanie przekroju w postaci pigciokata (a nastgpnie trojkata); ,.graniczny kat «,” to kat
0 wierzchotku A w trojkacie ACG. Wyznaczamy miarq tego kata:

ce| _
t
9% = ac] 5\/_ =3,

stad &, =60°. Zatem dziedzing funkcji pola przekroju jest przedziat (0°, 60°).

Wprowadzamy oznaczenia S oraz O na punkty przeciecia si¢ odpowiednio odcinkéw LJ z AK

i AC z BD. Odcinek SO jest rownolegly do odcinka KC, wigc trojkaty prostokatne AOS oraz
AO| |AS

ACK o wspdlnym kacie CAK sa podobne. Wobec powyzszego otrzymujemy, ze % % ,

a to oznacza, ze |AS| = |SK| . Przekatne czworokata AJKL polowig si¢ oraz |AJ | =

jest on rombem. Wyznaczamy dtugos$ci przekatnych tego rombu.

5J2
W trojkacie prostokatnym ACK mamy COSo = ——

52
tad |AK|= —— S |[LJ| =542 . Ob-
|AK > stad [AK]| osa’ 8 L] =5v2

liczamy pole przekroju:

N2 o

2C0Sc

1
P(a)=5]AK|LJ|=

Pla)=——,

( ) Coso

gdzie a €(0°, 60°). Przy czym dla o = 0° otrzymujemy podstawg ABCD.
Uwaga: Mozna tez wykorzysta¢ fakt, ze rzutem figury AJKL jest ABCD, wigc

P 25
Pa (@) = chscge ~ cosa
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Zadanie 111.
1
Punkt przecigcia prostej y = 3 X+Db z osig Oy ma wspdtrzedne A= (O, b) .

Obliczamy wspolrzgdne punktu przecigcia prostej z osig Ox:

1 1
0=—5X+b, —EX:—b, stad X=20. Punkt B ma wigc wspdhrzgdne B =(2b,0).
Y
(0,b) = A
o (2b,0) = B x

Trojkat AOB jest prostokatny i |[AO|=b oraz |BO|=2b.

Pole trojkata AOB jest réwne 16, wigc mamy

%-|AO|-|BO|=16,
1-b-2b:16,
2

czyli b® =16, stad b=4.
Zapisujemy wspolrzedne punktow A i B: A=(0,4), B=(8,0).

Srodek przeciwprostokatnej AB jest §rodkiem okregu opisanego na trojkacie prostokatnym
AOB.

Obliczamy wspotrzedne S srodka odcinka AB:
2b b .
S=|—,=1|, czyli S=(4,2).
25 i s-(a2)
Zadanie 112.

D

Zadanie 113.
D

Zadanie 114.
C
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Zadanie 115.

Sposob 1

Wykonajmy rysunek i wprowadZzmy oznaczenia:

C

A “ B

Z zalozenia Sina = 3’ niech wigc | AC |= x oraz | BC |=3x, gdzie X>0. Z twierdzenia Pita-

gorasa mamy wowczas | AB |= 2+/2x , skad otrzymujemy tg(8) = —|| ::g | =22.
Sposéb 11
Wykonajmy rysunek:

C

A B

cos(ZACB) = [AC]_ sin(£ABC ) = 1
BC | 3
sin®(£ACB)+cos®(£ACB)=1,
zatem
HJ 2 1 8
sin?(ZACB)=1-cos’(ZACB)= 1-5=5

skad otrzymujemy sin(LACB) = % (bierzemy dodatni pierwiastek, poniewaz kat ACB jest

ostry).
Ostatecznie
sin(£ACB)

tg(LACB )= =
ol ) cos(£ZACB)

Zadanie 116.
C
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Zadanie 117.

Srodkowa poprowadzona do boku AB przechodzi przez wierzchotek C oraz przez srodek bo-
ku AB. Zaczniemy zatem od wyznaczenia $rodka S boku AB:

_(ED+5 18 (5
s_( B j_(z, 1).

Pozostaje wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzgcej przez punkty C i S. ROwnanie ma po-
stac y =ax+Db.

Korzystamy ze wzoru lub rozwigzujemy uktad rownan:
2=a-3+bDb
-l=a-2+b
Otrzymujemy rozwigzanie: a=3,b=-7.

Tak wigc srodkowa poprowadzona do boku AB w trojkacie ABC jest opisana rownaniem
y=3x-7.

Zadanie 118.
Wyznaczamy punkt przecigcia prostej X =—1 z wykresem funkcji f :
f(-1) =10,
zatem prosta i wykres przecinajg si¢ w punkcie (— 1, 10).
Wyznaczamy punkt przeciecia prostej X =2 z wykresem funkcji f :
f(2) =1,
zatem prosta 1 wykres przecinajg si¢ w punkcie (2, 1).

Pozostaje obliczy¢ odlegtos¢ d migdzy dwoma obliczonymi punktami:

d=/(2—(-1)? +(1-10)> =+/9+81 =+/90 =3./10 .

Zadanie 119.

W symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych obrazem punktu (X, y) jest
punkt (—x, —y).

Prosta k dana rownaniem y = 2x+1 sklada si¢ z punktow postaci (X, 2X +1) i kazdy z nich
przechodzi na punkt postaci (— X, —2x—1). Obrazem prostej k jest wiec prosta ztozona
Z punktoéw postaci (— X, — 2X —1) = (— X, 2(=X) — 1), czyli takich, w ktorych druga wspotrzedna
powstaje z pierwszej przez pomnozenie przez 2 i odjecie 1. Inaczej mowigc, obrazem prostej
k jest prosta ztozona z punktéw (X, y) spetlniajacych rownanie y =2x —1. Prosta k i jej obraz
majg rowne wspoiczynniki kierunkowe, a przy tym sg rdzne, zatem sg rownolegle.

Uwaga: Mozna tez wybra¢ dwa dowolne punkty nalezace do prostej y =2x+1, przeksztalci¢

je w symetrii sSrodkowej wzgledem punktu (0,0) i napisa¢ rOwnanie prostej przechodzacej
przez wyznaczone obrazy punktow.



128 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

3.5. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Zadanie 121.
D

Zadanie 122.

I sposdb rozwiazania
W zbiorze A jest n liczb parzystych i n+1 liczb nieparzystych.

Suma dwoch liczb naturalnych jest parzysta, gdy obie liczby sg parzyste albo obie sg niepa-
rzyste.

Suma dwoch liczb naturalnych jest nieparzysta, gdy jedna z nich jest parzysta, a druga niepa-
rzysta.

Liczba par, ktorych suma jest parzysta, jest rowna n(n —1) + (n +l) n=2n.

Liczba par, ktérych suma jest nieparzysta, jest rowna n(n +1) + (n +1) ‘n=2n*+2n.
Teza wynika z faktu, ze 2n°+2n>2n” dla n>1.

II sposéb

W zbiorze A jest n liczb parzystych i n+1 liczb nieparzystych.

Suma dwoch liczb naturalnych jest parzysta, gdy obie liczby sa parzyste albo obie sg niepa-
rzyste.

Liczba par, ktorych suma jest parzysta, jest rtowna n(n—1)+(n+1)-n=2n?.
Liczba wszystkich par jest rtowna (2n+1)-2n= 4n” +2n.
Stad wynika, ze liczba par, ktorych suma jest nieparzysta, jest rowna
4n” +2n—-2n° =2n°+2n.
Teza wynika z faktu, ze 2n®+2n>2n” dla n>1.
I1I sposob
W zbiorze A jest n liczb parzystych i n+1 liczb nieparzystych.

Suma dwoch liczb naturalnych jest nieparzysta, gdy jedna z nich jest parzysta, a druga niepa-
rzysta.

Liczba par, ktorych suma jest nieparzysta, jest rowna n(n+1)+(n+1)-n=2n*+2n.
Liczba wszystkich par jest rtowna (2n+1)-2n= 4n” +2n.

Stad wynika, ze liczba par, ktorych suma jest parzysta, jest rOwna 4n®+2n—2n®—2n=2n°.

Teza wynika z faktu, ze 2n®+2n>2n” dla n>1.
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Zadanie 123.
C

Zadanie 124.

Obliczamy $rednig arytmetyczna x drugiego zestawu danych (nie podstawiamy za s):
X-a X-a X-a  X-a

X=_S S S s _X—atx,—a+x—at..+x-a_
n ns
XXXt X, oA X Xt X+t X, na
ns ns ns
L XXXt X _a_a_a_j
S n S S S
Zadanie 125.

Przyjmijmy oznaczenie:
X — Ocena z czwartej klasowki.

6+4+4+x 14+X
4 4

Srednia arytmetyczna otrzymanych ocen jest rowna

R e 14+x]2_68+x2_ 14+x)
4 4 4 4 )

Poniewaz odchylenie standardowe jest rowne |, /% , to otrzymujemy kolejno:

68+x° (14+x) 11
4 4 16
272+4x* -196-28x—x* _ 11

16 16’

3x? —28x+76=11,

3x? —28x+65=0,

A=T784-780=4,
2842

AT

28-2 26
6 6

3,

.. 26 . . :
Rozwigzanie r nie spelnia warunkoéw zadania.

Odpowiedz: Z czwartej klasowki Adam otrzymat oceng 5.

129
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Zadanie 126.
B

Zadanie 127.
C

Zadanie 128.
B

Zadanie 129.
B

Zadanie 130.

Tabela przedstawiona na rysunku jest wyznaczona przez 7 prostych poziomych i 10 prostych
pionowych. Prostokatna tabela o czterech wierszach i czterech kolumnach opisana w tresci
zadania jest jednoznacznie wyznaczona, np. przez podanie ,,dolnej” prostej poziomej wyzna-
czajacej tabelg oraz ,,lewej” prostej pionowej wyznaczajacej tabele.

Zgodnie z trescig zadania ,,dolng” prosta mozna wybra¢ na 3 sposoby oraz ,,lewg” prosta mo-
ge¢ wybra¢ na 6 sposobdw. Stad wynika, ze jest 3-6 =18 tabel opisanych w tresci zadania.

Zadanie 131.

I sposob
Jest to model klasyczny. Obliczamy liczbe wszystkich loséw tej loterii:
99999 — 9999 = 90000 .

Poniewaz losujemy jeden los, moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych |Q| =90000.

Niech zdarzenie A oznacza wylosowanie losu przegrywajacego. Obliczamy liczbe losow
0 sumie cyfr 3; sg to losy o numerach: 30000, 21000, 20100, 20010, 20001, 12000, 10200,
10020, 10002, 11100, 11010, 11001, 10110, 10101 oraz 10011. Tych loséw jest 15. Zatem
losoéw przegrywajacych jest

90000 - 15 = 89985,
stad | A| =89985.

Prawdopodobienstwo wyciggnigcia losu przegrywajacego jest rowne

P(A) =228 _ 5 9998(3) ~ 0,9998.
90000
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II sposéb

Jest to model klasyczny. Obliczamy ile jest wszystkich loséw, czyli ile jest wszystkich liczb
pieciocyfrowych. Zgodnie z regula mnozenia jest ich 9-10* =90000, gdyz na pierwszym
miejscu nie moze sta¢ 0, a potem wpisujemy dowolng cyfre. Poniewaz losujemy jeden los,
moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych |Q3 =90000. Niech zdarzenie B oznacza wylo-

sowanie losu o sumie cyfr 3, wtedy zdarzenie B’ oznacza wylosowanie losu pustego. Obli-
czamy liczbe losow o sumie cyfr 3. Mozliwe sg przypadki:

a) na pierwszym migjscu trojka i nastgpnie same zera, taka liczba jest jedna,

b) na pierwszym miejscu dwojka, a nast¢pnie jedna jedynka i zera, albo na odwrét — na
pierwszym miejscu jedynka, a nastepnie jedna dwojka i zera; takich liczb jest 2-4 =8,

C) na pierwszym miejscu jedynka, a nastgpnie na czterech miejscach po dwie jedynki

I dwa zera; takich liczb jest % =6.

Lacznie mamy 15 liczb spetniajacych warunki zadania.
15

B =
(®)= 50000
15 89995

90000 90000

P(B') =1 =0,9998(3) ~ 0,9998.
Zadanie 132.

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych doswiadczenia losowego, w ktorym losujemy jed-
ng przekatng sposrdd wszystkich przekatnych trzynastokata, jest rowna

|3 =65.
Niech A oznacza zdarzenie losowe polegajace na wylosowaniu takiej przekatnej trzynastoka-
ta, ktora przecina przekatng A A, w punkcie lezacym wewnatrz trzynastokata.. Zauwazmy, ze

konce takiej przekatnej musza leze¢ po przeciwnych stronach prostej A A;. Poniewaz po jed-

nej stronie tej prostej mamy 5, a po drugiej 6 wierzchotkow trzynastokata, to liczba tych prze-
katnych jest rowna 5-6. Wobec tego liczba wszystkich przekatnych trzynastokata, ktore
przecinaja przekatng A A, w punkcie lezacym wewnatrz trzynastokata, jest rowna

5-6=30, czyli |A|=30.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wigc rowne

Al 30 6
(M= "15
0] 65 13
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Zadanie 133.

I sposob
Oznaczamy przez A, B, C, D, E, F, G, H wierzchotki sze$cianu (zobacz rysunek).

H G

A B

Wyniki losowania mozna przedstawi¢ w tabeli. Pola potozone na przekatnej odrzucamy, po-
niewaz nie mozemy wylosowa¢ dwa razy tego samego wierzchotka.

Niech X oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch wierzchotkow, ktore sg kon-
cami tej samej przekatnej $ciany szesScianu (uwzgledniamy kolejno$¢ wylosowanych wierz-
chotkdéw). Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu X zaznaczamy w tabeli krzyzy-
kiem (x).

A/B|C|DIE|F|G|H
A X X X
B X | X X
C|x X X
D X X X
E X X X
F| x X X
G X X | X
H| x X X

Z tego wynika, ze mamy 56 wszystkich zdarzefi elementarnych, czyli |(=8-7=56,
oraz 24 zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu X, czyli |X| =8-3=24.
.y N X|_24_3
Prawdopodobienstwo zdarzenia X jest rowne P(X )= - = ==,
i 56 7
II sposéb

Niech Q oznacza zbior wszystkich zdarzen elementarnych dos$wiadczenia polegajacego
na losowaniu dwoch réznych wierzchotkow sze$cianu (bez uwzgledniania kolejnosci wylo-
sowania wierzchotkéw). Obliczamy liczbg wszystkich zdarzen elementarnych:

|Q|=(8j=i=7_'8=28.
2) o2t 2
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Niech X oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch wierzchotkow, ktore sg kon-
cami tej samej przekatnej Sciany szescianu (nie uwzgledniamy kolejnosci losowania wierz-
chotkow). Kazda z sze$ciu $cian szeScianu ma dwie przekatne, czyli [X|=6-2=12.

- i X| 12 3
Prawdopodobiefistwo zdarzenia X jest rowne P(X )= @ =2%8"7
Zadanie 134.

Prawidtowy ostrostup pieciokatny ma dziesie¢ krawedzi: pie¢ krawedzi podstawy (0znaczamy
je kolejnymi liczbami: 1,2,3,4,5) i pig¢ krawedzi bocznych (oznaczamy je kolejnymi liczba-
mi: 6,7,8,9,10). Q jest zbiorem wszystkich par (a,b) 0 wartosciach w zbiorze

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} takich, ze a#b. Jest to model klasyczny. [ =10-9=90.

Oznaczmy przez A zdarzenie opisane w tresci zadania.
Mamy dwa rozlagczne przypadki:

— pierwsza wylosowana krawedz to krawedz boczna, a druga to krawedz boczna albo
krawedz postawy,

— pierwsza wylosowana krawedz to krawedz podstawy, a druga to krawedZ boczna albo

krawedz postawy.
Stad
|A|=5-(4+2)+5-(2+2)=50
oraz
50 5
P(A)=—=—.
(A 0 9

Uwaga: Mozna tez przedstawi¢ rozwigzanie za pomocg tabeli o wymiarach 10 x 10, bez
gldwnej przekatnej, albo za pomocg drzewa.
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4. Wykaz umiejetnosci ogélnych i szczegétowych
sprawdzanych zadaniami

4.1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne.
Réwnania i nierdwnosci

Zadanie 1.

Wymaganie ogblne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegétowe

PP 1.9) Uczen wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podat-
ki, zysk z lokat (rowniez ztozonych na procent sktadany i na
okres krotszy niz rok).

Zadanie 2.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PP 3.5) Uczen rozwiazuje nierownosci kwadratowe z jedng
niewiadoma.

PP 4.4) Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje
wykresy funkcji y=f(x+a), y=f(x)+a, y=—Ff(x),

y=f(-x).

Zadanie 3.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 1.3) Uczen postuguje si¢ w obliczeniach pierwiastkami do-
wolnego stopnia i stosuje prawa dziatan na pierwiastkach.

PP 1.4) Uczen oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych

| stosuje prawa dziatan na potggach o wyktadnikach wymier-
nych.

Zadanie 4.

Wymagania og6lne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PP 1.4) Uczen oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych
| stosuje prawa dziatan na potggach o wyktadnikach wymier-
nych.

Zadanie 5.

Wymaganie ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 1.4) Uczen oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych
I stosuje prawa dziatan na potegach o wyktadnikach wymier-
nych.
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Zadanie 6.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

PP 1.6) Uczen wykorzystuje definicj¢ logarytmu i stosuje
w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.

Zadanie 7.

Wymaganie ogbélne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdtowe

PP 1.6) Uczen wykorzystuje definicj¢ logarytmu i stosuje
w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
I logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.

Zadanie 8.

Wymaganie ogdlne

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

Wymagania szczegotowe

PP 1.9) Uczen wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podat-
ki, zysk z lokat (rowniez ztozonych na procent sktadany i na
okres krotszy niz rok).

Zadanie 9.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 1.9) Uczen wykonuje obliczenia procentowe, oblicza poda-
tek, zysk z lokat (rowniez ztozonych na procent sktadany i na
okres krotszy niz rok).

Zadanie 10.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 1.9) Uczen wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podat-
ki, zysk z lokat (réwniez ztozonych na procent sktadany i na
okres krotszy niz rok).

G 7.3) Uczen rozwigzuje rOwnania stopnia pierwszego z jedng
niewiadoma.

Zadanie 11.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 1.9) Uczen wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podat-
Ki, zysk z lokat (rowniez ztozonych na procent sktadany i na
okres krotszy niz rok).

Zadanie 12.

Wymagania og6lne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegétowe

PP 1.9) Uczen wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podat-
ki, zysk z lokat (rowniez ztozonych na procent sktadany i na
okres krotszy niz rok).
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Zadanie 13.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 1.6) Uczen wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje
w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.

Zadanie 14.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PP 1.6) Uczen wykorzystuje definicj¢ logarytmu i stosuje

w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
I logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.

PP 1.4) Uczen oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych

I stosuje prawa dziatan na potggach o wyktadnikach wymier-
nych.

Zadanie 15.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 3.2) Uczen wykorzystuje interpretacje geometryczng uktadu
réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
PP 8.1) Uczen wyznacza rownanie prostej przechodzacej przez
dwa dane punkty (w postaci kierunkowej lub ogoélnej).

Zadanie 16.

Wymaganie ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 3.2) Uczen wykorzystuje interpretacj¢ geometryczng uktadu
réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
G 10.9) Uczen oblicza pola i obwody trojkatow i czworokatow.

Zadanie 17.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 3.2) Uczen wykorzystuje interpretacje geometryczng uktadu
réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

PP 3.4) Uczen rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng nie-
wiadomg.

Zadanie 18.

Wymaganie og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 3.2) Uczen wykorzystuje interpretacj¢ geometryczna uktadu
roOwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Zadanie 19.

Wymaganie og6lne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegétowe

PP 3.5) Uczen rozwigzuje nierownosci kwadratowe z jedna
niewiadoma.
PP 4.9) Uczen wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podsta-
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wie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej wykresie.

PP 4.10) Uczen interpretuje wspotczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogo6lnej 1 w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

Zadanie 20.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 3.5) Uczen rozwigzuje nierownos$ci kwadratowe z jedng
niewiadoma.

Zadanie 21.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

PP 3.5) Uczen rozwigzuje nierownosci kwadratowe z jedng
niewiadoma.

Zadanie 22.

Wymaganie ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PP 3.8) Uczen rozwiazuje proste rOwnania wymierne, prowa-

. X+1
dzace do rownan liniowych lub kwadratowych, np. —— =2,
X+

X—Jrl:2x.
X

PP 3.1) Uczen sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest roz-
wigzaniem réwnania lub nierownosci.

Zadanie 23.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegétowe

PP 3.8) Uczen rozwiazuje proste rOwnania wymierne, prowa-
dzace do rownan liniowych lub kwadratowych, np.

X+l _, X+l oy
X+3 X

Zadanie 24.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 3.8) Uczen rozwigzuje proste rOwnania wymierne, prowa-

X+1
dzace do réwnan liniowych lub kwadratowych, np. 53 =2,
+
X_+1 =2X.
X

G 7.7) Uczen za pomocg rownan lub uktadow réwnan opisuje
I rozwigzuje zadania osadzone w kontekscie praktycznym.




138 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

Zadanie 25.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

PP 3.5) Uczen rozwigzuje nierownos¢ kwadratowg z jedng
niewiadoma.

Zadanie 26.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PP 2.1) Uczen oblicza warto$ci liczbowe wyrazen arytmetycz-
nych (wymiernych).

Zadanie 27.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegétowe

PP 1.4) Uczen oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych
| stosuje prawa dziatan na potegach o wyktadnikach wymier-
nych.

4.2. Funkcje

Zadanie 28.

Wymaganie ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 4.9) Uczen wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podsta-
wie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej wykresie.

Zadanie 29.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 4.9) Uczen wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podsta-
wie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej wykresie.

Zadanie 30.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 4.11) Uczen wyznacza warto$¢ najmniejszg i warto$¢ naj-
wigkszg funkcji kwadratowej w przedziale domknigtym.

Zadanie 31.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PP 4.4) Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje
wykresy funkcjiy = f(x + a), y = f(x) + a, y = —(x), y = f(-x).

Zadanie 32.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PP 4.11) Uczen wyznacza warto$¢ najmniejszg i wartos¢ naj-
wieksza funkcji kwadratowej w przedziale domknietym.
PP 4.3) Uczen odczytuje z wykresu wtasnos$ci funkcji
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(dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, maksymalne prze-
dziaty, w ktorych funkcja maleje, ros$nie, ma staty znak; punkty,
w ktorych funkcja przyjmuje w podanym przedziale warto$¢
najwigksza lub najmniejsza).

Zadanie 33.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 4.11) Uczen wyznacza warto$¢ najmniejszg i warto$¢ naj-
wigkszg funkcji kwadratowej w przedziale domknigtym.

Zadanie 34.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

PP 4.9) Uczen wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podsta-
wie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej wykresie.

Zadanie 35.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 4.9) Uczen wyznacza wzér funkcji kwadratowej na podsta-
wie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej wykresie.

PP 4.10) Uczen interpretuje wspdtczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogolnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

PP 8.6) Uczen oblicza odleglo$¢ dwoch punktow.

Zadanie 36.

Wymaganie ogblne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 4.10) Uczen interpretuje wspotczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogolnej 1 w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

Zadanie 37.

Wymaganie og6lne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PP 4.10) Uczen interpretuje wspotczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogolnej 1 w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

Zadanie 38.

Wymaganie ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 4.11) Uczen wyznacza warto$¢ najmniejszg i warto$¢ naj-
wigksza funkcji kwadratowej w przedziale domknigtym.

PP 4.3) Uczen odczytuje z wykresu funkcji (dziedzing, zbior
wartosci, miejsca zerowe, maksymalne przedziaty, w ktorych
funkcja maleje, ro$nie, ma staty znak, punkty, w ktorych funk-
cja przyjmuje w podanym przedziale warto$¢ najwieksza lub
najmniejsza).
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PP 4.8) Uczen szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzysta-
jac z jej wzoru.

PP 4.10) Uczen interpretuje wspotczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogolnej 1 w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

Zadanie 39.

Wymagania og6lne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegétowe

PP 4.10) Uczen interpretuje wspdtczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogoblnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

Zadanie 40.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 4.10) Uczen interpretuje wspdtczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej , w postaci
ogolnej i w postaci iloczynowej.

Zadanie 41.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 4.1) Uczen okresla funkcje za pomoca wzoru, tabeli, wykre-
su, opisu stownego.

PP 5.3) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume N poczat-
kowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Zadanie 42.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 6.4) Uczen stosuje proste zalezno$ci miedzy funkcjami try-
. sin .
gonometrycznymi: tga = 202 sin (90°—a)=cosa.
CoOS

PP 6.5) Uczen, znajac wartosci jednej z funkcji sinus lub cosi-
nus, wyznacza wartosci pozostatych funkcji tego samego kata
ostrego.

Zadanie 43.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PP 6.5) Uczen, znajac wartos$¢ jednej z funkcji: sinus lub cosi-
nus, wyznacza warto$ci pozostatych funkcji tego samego kata
ostrego.
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Zadanie 44.

Wymaganie ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdtowe

PP 6.4) Uczen stosuje proste zaleznos$ci miedzy funkcjami try-

. sina
gonometrycznymi: sin® « +cos® a =1, tga =—— oraz
Cos o

sin(90° - a)z cos« .

Zadanie 45.

Wymaganie ogbélne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PP 6.4) Uczen stosuje proste zalezno$ci miedzy funkcjami try-
sina
CoSo

gonometrycznymi: sin’ ¢ +cos’ o =1, tga =

oraz

sin(90°—a)=cosa .
PP 6.5) Uczen, znajac warto$¢ jednej z funkcji: sinus lub cosi-

nus, wyznacza wartosci pozostatych funkcji tego samego kata
ostrego.

Zadanie 46.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PP 6.5) Uczen, znajac wartos¢ jednej z funkcji: sinus lub cosi-
nus, wyznacza wartosci pozostatych funkcji tego samego kata
ostrego.

Zadanie 47.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PP 6.5) Uczen, znajac wartos¢ jednej z funkcji: sinus lub cosi-
nus, wyznacza warto$ci pozostalych funkcji tego samego kata
ostrego.

PP 10.1) Uczen oblicza $rednig wazong i odchylenie standar-
dowe zestawu danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empi-
rycznych.

Zadanie 48.

Wymagania og6lne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegotowe

PP 6.4) Uczen stosuje proste zalezno$ci miedzy funkcjami try-

. sina
gonometrycznymi: sin a +cos® o =1, tga =—— oraz
cosa

sin(90°—«a) =cosa .
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Zadanie 49.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 4.2) Uczen oblicza ze wzoru warto$¢ funkcji dla danego
argumentu. Postuguje si¢ poznanymi metodami rozwigzywania
rownan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
dang wartos¢.

PP 3.8) Uczen rozwigzuje proste rOwnania wymierne, prowa-

. X+1
dzace do réwnan liniowych lub kwadratowych, np. <13 =2,
X+
X_+1 = 2X.
X
Zadanie 50.
Wymagania ogolne V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PP 4.10) Uczen interpretuje wspotczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogolnej 1 w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

Zadanie 51.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegotowe

PP 4.11) Uczen wyznacza warto$¢ najmniejszg i warto$¢ naj-
wieksza funkcji kwadratowej w przedziale domknigtym.

4.3. Ciagi

Zadanie 52.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 5.3) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume
n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Zadanie 53.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 5.4) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume¢ N poczat-
kowych wyrazow ciggu geometrycznego.

Zadanie 54.

Wymagania ogdlne

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

Wymagania szczegolowe

PP 5.2) Uczen bada, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geo-
metryczny.

Zadanie 55.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 5.3) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume N poczat-
kowych wyrazdw ciggu arytmetycznego.
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Zadanie 56.

Wymaganie ogolne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

PP 5.3) Uczen stosuje wzory na n-ty wyraz i sume
n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

Zadanie 57.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PP 5.3) Uczen stosuje wzor na n-ty wyraz i sume n poczatko-
wych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Zadanie 58.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PP 5.3) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume¢ N poczat-
kowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Zadanie 59.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PP 5.3) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume N poczat-
kowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Zadanie 60.

Wymaganie ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 5.4) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume N poczat-
kowych wyrazow ciagu geometrycznego.

Zadanie 61.

Wymagania og6lne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PP 5.4) Uczen stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczat-
kowych wyrazow ciggu geometrycznego.

Zadanie 62.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 5.4) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume¢ N poczat-
kowych wyrazow ciggu geometrycznego.

Zadanie 63.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 5.4) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume
n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego.

Zadanie 64.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PP 5.4) Uczen stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume¢ N poczat-
kowych wyrazow ciggu geometrycznego.




144 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom podstawowy. Zbior zadan

Zadanie 65.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PP 5.2) Uczen bada, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geo-
metryczny.

PP 4.2) Uczen oblicza ze wzoru wartos¢ funkcji dla danego
argumentu. Postuguje si¢ poznanymi metodami rozwigzywania
rownan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
dang wartos¢.

Zadanie 66.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PP 5.4) Uczen stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume¢
n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego.

4.4. Geometria

Zadanie 67.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PP 7.1) Uczen stosuje zaleznosci migdzy katem srodkowym
i katem wpisanym.

Zadanie 68.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

G 11.2) Uczen oblicza pole powierzchni i objetosé¢ graniasto-
stupa prostego, ostrostupa, walca, stozka, kuli (takze w zada-
niach osadzonych w kontekscie praktycznym).

Zadanie 69.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 8.3) Uczen wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownole-
gla lub prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowej

i przechodzi przez dany punkt.

PP 8.5) Uczen wyznacza wspotrzedne srodka odcinka.

Zadanie 70.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 7.1) Uczen stosuje zalezno$ci migdzy katem srodkowym
I kagtem wpisanym.

Zadanie 71.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 7.1) Uczen stosuje zaleznosci migdzy katem srodkowym
I katem wpisanym.
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Zadanie 72.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 7.1) Uczen stosuje zaleznosci migdzy katem srodkowym
i kagtem wpisanym.

Zadanie 73.

Wymaganie ogblne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegétowe

PP 7.1) Uczen stosuje zalezno$ci mi¢dzy katem srodkowym
i kagtem wpisanym.

Zadanie 74.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdtowe

PP 7.2) Uczen korzysta z wtasnosci stycznej do okregu i wia-
sno$ci okregdw stycznych.

Zadanie 75.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 7.2) Uczen korzysta z wtasnos$ci stycznej do okregu
i wlasnosci okregow stycznych.

Zadanie 76.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 7.2) Uczen korzysta z wlasnosci stycznej do okregu

I wlasnosci okregow stycznych.

G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

G 10.9) Uczen oblicza pola i obwody trojkatow i czworokatow.

Zadanie 77.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 7.3) Uczen rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w kontekstach praktycznych) cechy podobienstwa troj-
Katow.

Zadanie 78.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 7.3) Uczen rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w konteks$cie praktycznym) cechy podobienstwa trojka-
tow.

Zadanie 79.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe

PP 7.3) Uczen rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w kontekstach praktycznych) cechy podobienstwa troj-
katow.

G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.
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Zadanie 80.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PP 7.3) Uczen rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w kontek$cie praktycznym) cechy podobienstwa trojka-
tow.

Zadanie 81.

Wymaganie ogbélne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdtowe

PP 7.4) Uczen korzysta z wlasno$ci funkcji trygonometrycz-
nych w tatwych obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru
na pole trojkata ostrokatnego o danych dwoch bokach i kacie
miedzy nimi.

Zadanie 82.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 7.4) Uczen korzysta z wtasnos$ci funkcji trygonometrycz-
nych w latwych obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru
na pole trojkata ostrokatnego o danych dwoch bokach i kacie
miedzy nimi.

G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Zadanie 83.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 8.3) Uczen wyznacza réwnanie prostej, ktora jest rownole-
gla lub prostopadta do danej prostej w postaci kierunkowej
i przechodzi przez dany punkt.

Zadanie 84.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PP 8.3) Uczen wyznacza réwnanie prostej, ktora jest rownole-
gla lub prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowe;j
I przechodzi przez dany punkt.

Zadanie 85.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PP 8.3) Uczen wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownole-
gta lub prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowej
I przechodzi przez dany punkt.

Zadanie 86.

Wymaganie og6lne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegétowe

PP 8.5) Uczen wyznacza wspotrzedne srodka odcinka.
PP 4.2) Uczen oblicza ze wzoru warto$¢ funkcji dla danego ar-
gumentu. Postuguje si¢ poznanymi metodami rozwigzywania
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rownan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
dang wartos¢.

Zadanie 87.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

PP 8.5) Uczen wyznacza wspotrzedne srodka odcinka.

Zadanie 88.

Wymaganie ogbélne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 8.5) Uczen wyznacza wspotrzedne srodka odcinka.

Zadanie 89.

Wymaganie og6élne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PP 8.6) Uczen oblicza odlegto$¢ dwoch punktow.

PP 7.3) Uczen rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w kontekscie praktycznym) cechy podobienstwa trojka-
tow.

Zadanie 90.

Wymaganie ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PP 8.7) Uczen znajduje obrazy niektorych figur geometrycz-
nych (punktu, prostej, odcinka, okregu, trojkata itp.) w symetrii
osiowej wzgledem osi uktadu wspotrzednych i1 symetrii $rod-
kowej wzgledem poczatku uktadu.

Zadanie 91.

Wymaganie ogblne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegétowe

PP 8.7) Uczen znajduje obrazy niektorych figur geometrycz-
nych (punktu, prostej, odcinka, okregu, trojkata itp.) w symetrii
osiowej wzgledem osi uktadu wspotrzednych i symetrii $rod-
kowej wzgledem poczatku uktadu.

Zadanie 92.

Wymaganie og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PP 8.7) Uczen znajduje obrazy niektorych figur geometrycz-
nych (punktu, prostej, odcinka, okregu, trojkata itp.) w symetrii
osiowej wzgledem osi uktadu wspotrzednych i symetrii §rod-
kowej wzgledem poczatku uktadu.

PP 8.3) Uczen wyznacza réwnanie prostej, ktora jest rownole-
gla lub prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowej

I przechodzi przez dany punkt.

PP 8.4) Uczen oblicza wspdirzedne punktu przeciecia dwoch
prostych.

PP 8.5) Uczen wyznacza wspotrzedne srodka odcinka.
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Zadanie 93.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PP 8.7) Uczen znajduje obrazy niektorych figur geometrycz-
nych (punktu, prostej, odcinka, okregu, trojkata itp.) w symetrii
osiowej wzgledem osi uktadu wspotrzednych i symetrii $rod-
kowej wzgledem poczatku uktadu.

Zadanie 94.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

G 11.2) Uczen oblicza pole powierzchni i objetos¢ graniasto-
stupa prostego, ostrostupa, walca, stozka, kuli (takze w zada-
niach osadzonych w kontekscie praktycznym).

Zadanie 95.

Wymaganie ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PP 9.1) Uczen rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
katy miedzy odcinkami (np. krawedziami, krawedziami 1 prze-
katnymi, itp.), oblicza miary tych katow.

G 10.13) Uczen rozpoznaje wielokaty przystajace i podobne.

Zadanie 96.

Wymaganie ogdlne

| Wykorzystanie i tworzenie informacji.

Wymagania szczegolowe

PP 9.4) Uczen rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
katy miedzy $cianami.

Zadanie 97.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 9.4) Uczen rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
katy migdzy §cianami.

Zadanie 98.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 9.2) Uczen rozpoznaje w graniastostupach 1 ostrostupach kat
mig¢dzy odcinkami i ptaszczyznami (mi¢dzy krawedziami
I Scianami, przekatnymi i §cianami), oblicza miary tych katow.

Zadanie 99.

Wymaganie og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe

PP 9.2) Uczen rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kat
miedzy odcinkami 1 ptaszczyznami (mi¢dzy krawedziami

I Scianami, przekatnymi i §cianami), oblicza miary tych katow.
G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.
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Zadanie 100.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 9.4) Uczen rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
katy migdzy §cianami.

PP 9.6) Uczen stosuje trygonometri¢ do obliczen dtugosci od-
cinkow, miar katéw, pdl powierzchni i objetosci.

G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

G 10.9) Uczen oblicza pola i obwody trojkatow i czworokatow.

Zadanie 101.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 9.1) Uczen rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
katy miedzy odcinkami (np. krawedziami, krawgdziami i prze-
katnymi, itp.), oblicza miary tych katow.

PP 9.6) Uczen stosuje trygonometri¢ do obliczen dtugosci od-
cinkow, miar katow, pdol powierzchni i1 objgtosci.

G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Zadanie 102.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PP 9.3) Uczen rozpoznaje w walcach i w stozkach katy miedzy
odcinkami oraz katy migedzy odcinkami i ptaszczyznami (np.
kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca a podstawa), oblicza
miary tych katow.

PP 6.1) Uczen wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci
funkcji sinus, cosinus i tangens katow o miarach od 0° do 180°.

Zadanie 103.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PP 10.14) G Uczen stosuje cechy przystawania trojkatow.

Zadanie 104.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 9.3) Uczen rozpoznaje w walcach i stozkach kat miedzy
odcinkami oraz kat miedzy odcinkami 1 plaszczyznami (np. kat
rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca a podstawg) oblicza
miary tych katow.

Zadanie 105.

Wymaganie ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 9.5) Uczen okresla, jaka figurg jest przekrdj prostopadto-
$cianu plaszczyzna.

G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

G 10.9) Uczen oblicza pola i obwody trojkatow i czworokatow.
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Zadanie 106.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PP 9.6) Uczen stosuje trygonometri¢ do obliczen dtugosci od-
cinkow, miar katow, pél powierzchni i objgtosci.

PP 6.1) Uczen opisuje za pomocg wyrazen algebraicznych
zwigzki miedzy r6znymi wielko$ciami.

Zadanie 107.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PP 9.6) Uczen stosuje trygonometri¢ do obliczen dtugosci od-
cinkéw, miar katow, pol powierzchni i objetosci.

Zadanie 108.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 9.6) Uczen stosuje trygonometri¢ do obliczen dlugosci od-
cinkow, miar katéw, pdl powierzchni i objetosci.

G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

G 10.9) Uczen oblicza pola i obwody trojkatow i czworokatow

Zadanie 109.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PP 9.6) Uczen stosuje trygonometri¢ do obliczen dhugosci od-
cinkoéw, miar katow, pol powierzchni i objetosci.

Zadanie 110.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 9.5) Uczen okresla, jaka figura jest dany przekroj prostopa-
dloscianu ptaszczyzna.
G 10.9) Uczen oblicza pola 1 obwody trojkatoéw i czworokatow.

Zadanie 111.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdtowe

PP 8.5) Uczen wyznacza wspotrzedne $rodka odcinka.

Zadanie 112.

Wymagania og6lne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PP 8.6) Uczen oblicza odlegtos¢ dwoch punktow.

Zadanie 113.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 7.3) Uczen rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w konteks$cie praktycznym) cechy podobienstwa trojka-
tow.
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Zadanie 114.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 8.6) Uczen oblicza odleglos¢ dwoch punktow.

Zadanie 115.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe

PP 6.5) Uczen, znajac wartos$¢ jednej z funkcji: sinus lub cosi-
nus, wyznacza wartosci pozostatych funkcji tego samego kata
ostrego.

Zadanie 116.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PP 7.2) Uczen korzysta z wlasnosci stycznej do okrggu i wia-
snos$ci okregdw stycznych.

Zadanie 117.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 8.5) Uczen wyznacza wspotrzedne $rodka odcinka.
PP 8.1) Uczen wyznacza rownanie prostej przechodzacej przez
dwa dane punkty (w postaci kierunkowej lub ogélnej).

Zadanie 118.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegblowe

PP 8.6) Uczen oblicza odlegtos¢ dwdch punktow.

Zadanie 119.

Wymagania og6lne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdtowe

PP 8.7) Uczen znajduje obrazy niektorych figur geometrycz-
nych (punktu, prostej, odcinka, okregu, trojkata itp.)w symetrii
osiowej wzgledem osi uktadu wspotrzednych i symetrii $rod-
kowej wzgledem poczatku uktadu.

4.5. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Zadanie 120.

Wymagania og6lne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegétowe

PP 10.3) Uczen oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytu-
acjach, stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa.

Zadanie 121.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 10.1) Uczen oblicza $rednig wazong i odchylenie standar-
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dowe zestawu danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje parametry dla danych empirycz-
nych.

Zadanie 122.

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdtowe

PP 10.2) Uczen zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombina-
torycznych, niewymagajacych uzycia wzoréw kombinatorycz-
nych, stosuje regute dodawania i mnozenia.

Zadanie 123.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PP 10.1) Uczen oblicza $rednig wazong i odchylenie standar-
dowe zestawu danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje parametry dla danych empirycz-
nych.

Zadanie 124.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegotowe

PP 10.1) Uczen oblicza $rednig wazong i odchylenie standar-
dowe zestawu danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empi-
rycznych.

Zadanie 125.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 10.1) Uczen oblicza $rednig wazong i odchylenie standar-
dowe zestawu danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empi-
rycznych.

PP 3.4) Uczen rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng nie-
wiadomg.

Zadanie 126.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 10.2) Uczen zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombina-
torycznych, niewymagajacych uzycia wzoréw kombinatorycz-
nych, stosuje regute dodawania 1 mnozenia.

Zadanie 127.

Wymagania og6lne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegétowe

PP 10.2) Uczen zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombina-
torycznych, niewymagajacych uzycia wzoré6w kombinatorycz-
nych, stosuje regule mnozenia i regute dodawania.
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Zadanie 128.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PP 10.2) Uczen zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombina-
torycznych, niewymagajacych uzycia wzoréw kombinatorycz-
nych, stosuje regute dodawania i mnozenia.

Zadanie 129.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PP 10.2) Uczen zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombina-
torycznych, nie wymagajacych uzycia wzorow kombinatorycz-
nych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania.

Zadanie 130.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 10.2) Uczen zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombina-
torycznych, niewymagajacych uzycia wzoréw kombinatorycz-
nych, stosuje regute dodawania i mnozenia.

Zadanie 131.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PP 10.3) Uczen oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytu-
acjach, stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa.

PP 10.2) Uczen zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombina-
torycznych, niewymagajacych uzycia wzoréw kombinatorycz-
nych, stosuje regul¢ mnozenia i regute dodawania.

Zadanie 132.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 10.3) Uczen oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytu-
acjach, stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa.

Zadanie 133.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PP 10.3) Uczen oblicza prawdopodobienstwo w prostych sytu-
acjach, stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa.

Zadanie 134.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegétowe

PP 10.3) Uczen oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytu-
acjach, stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa.






