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Wprowadzenie

Prezentowany zbiér zadan jest przeznaczony przede wszystkim dla osob zamierzajacych
zdawa¢ egzamin maturalny z matematyki w formule obowigzujacej od 2015 roku. Zbior ten
moze by¢ réwniez wykorzystywany przez nauczycieli matematyki w procesie dydaktycznym
jako material uzupetniajacy, poniewaz zawiera wiele zadan w nowym stylu, 0 interesujacej,
zmuszajacej do myslenia tresci; takze takie, ktorych nauczyciele nie znajdg w obecnych na
rynku publikacjach.

Zbioér obejmuje 100 zadan sprawdzajacych opanowanie kompetencji matematycznych opisa-
nych w podstawie programowej ksztatcenia ogdlnego dla poziomu rozszerzonego.

Zadania zostaty pogrupowane tematycznie, zgodnie z nast¢pujaca klasyfikacja:
. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne. ROwnania i nierownosci;
. Funkcje;

. Ciagi;

1
2
3
4. Geometria (planimetria, stereometria, geometria analityczna ptaszczyzny; trygonometria);
5. Prawdopodobienstwo i kombinatoryka (wraz z elementami statystyki);

6

. Rachunek rézniczkowy.

Wilasnie na tym poziomie warto zwroci¢ szczegolng uwage na zadania dotyczace tresci, ktore
zgodnie z nowa podstawa programowa nauczania matematyki pojawily sie¢ w 2015 roku na
egzaminie maturalnym po kilkuletniej przerwie (np. zastosowanie granic, pochodnych, szereg
geometryczny, prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite).

Zgodnie z wymaganiami maturalnymi w zbiorze znajduja si¢ zarowno zadania zamknigte,
w ktorych tylko jedna z podanych odpowiedzi jest prawdziwa, jak i zadania otwarte, wymaga-
jace przedstawienia petnego rozwigzania, w tym zadania na dowodzenie.

Uczen samodzielnie przygotowujacy si¢ do egzaminu maturalnego, ktory nie bedzie miat po-
mystu na rozwigzanie zadania, moze liczy¢ na pomoc w postaci wskazowek oraz komentarzy
towarzyszacych kazdemu zadaniu, podpowiadajacych kolejne etapy rozwigzania i uzasadnia-
jacych przyjeta strategie. Do wszystkich zadan zamknigtych podano prawidtowe odpowiedzi,
co pozwoli uczniowi sprawdzi¢ poprawnos¢ ich rozwigzania. Do zadan otwartych przedsta-
wiono pelne rozwigzania, niekiedy na kilka sposobow. Tym samym uczen bez pomocy na-
uczyciela, podazajac za wskazowkami i $ledzgc poszczegdlne etapy rozwigzania, bedzie
W stanie pokona¢ zasadnicze trudnos$ci zadania lub w peni je rozwigzac.

Ponadto do kazdego zadania podano wymagania egzaminacyjne ogdlne i1 szczegdtowe
Z obecnie obowigzujacej Podstawy programowej dla III (gimnazjum) i IV (szkota ponadgim-
nazjalna) etapu ksztalcenia.

Mamy nadzieje¢, ze proponowany zbidr zadan bedzie pomocny uczniom w przygotowaniu si¢
do egzaminu maturalnego z matematyki, a nauczycielom pozwoli wzbogaci¢ proces naucza-
nia o ciekawe zadania 1 ulatwi im realizacj¢ najwazniejszego celu ksztalcenia matematyczne-
go: uczen konczacy kolejny etap edukacyjny bedzie znal i rozumiat pojecia matematyczne,
ale przede wszystkim bedzie umiat stosowa¢ wiedze teoretyczng w rozwigzywaniu proble-
mow, rowniez w zagadnieniach osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Autorzy
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1. Zadania

1.1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne.
Réwnania i nierdwnosci

Zadanie 1.

Dane jest rownanie kwadratowe x* +kx+2k —3=0, gdzie k € R. Dla jakich wartosci para-
metru k to rownanie ma dwa rézne pierwiastki ujemne?

Komentarz do zadania

Kiedy rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki? Co powiesz o znaku sumy i iloczynu pier-
wiastkow, jesli sg one ujemne? Mozesz skorzysta¢ ze wzoréow Victe'a. Rozwigz otrzymane
nierownos$ci. Wyznacz czgs$¢ wspdlng zbiordw rozwigzan.

Przykladowe rozwiazanie

Niech liczby x, i x, beda rozwigzaniami réwnania kwadratowego x* +kx+2k —3=0.

Ustalimy, dla jakich wartosci parametru k rownanie ma dwa rozwigzania, ktore sg liczbami
ujemnymi.

Rownanie kwadratowe ma dwa rozwiazania, gdy k® —4(2k —3)> 0.
k? —4(2k —3)>0,
k? -8k +12>0,
8-4 _8+4_
2 2
ke (— o0; 2)u(6; oo).

k=2""=2, Kk, 6,

Wyznaczymy teraz, dla jakich warto$ci k rozwigzania rOwnania X, i X, sa ujemne.

X, X, >0
X +X, <0

{2k—3>0

Wiemy, ze X, i X, beda ujemne, gdy

Korzystajac ze wzorow Viete'a, mamy

-k<0

Tak wigc k>1% i k>0,

Z powyzszego mamy K € (1% ; oo] .

Rozwazane rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania ujemne dla k spetniajgcych nastgpuja-
ce warunki:
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k e (—oo; 2)u(6;oo) i ke (1%;00).
Tak wigc rownanie ma dwa rézne rozwigzania ujemne dla

k e(l%;Zju(G;oo).

Zadanie 2.

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez X—2 jest rowna 2. Oblicz resztg¢ z dzielenia wie-
lomianu W(x—1) przez x—-3.

Komentarz do zadania

Nazwa zmiennej nie ma znaczenia; mozesz mysle¢ o dzieleniu W (t) przez t—2 zamiast
W (x) przez x—2. Co otrzymasz, podstawiajac teraz X —1 zamiast t?

Jesli jeszcze tego nie widzisz, przesledz krok po kroku nastepujace rozumowanie: Gdy dzielisz
np. liczbe 17 przez 5, to otrzymujesz iloraz 3 i reszt¢ 2. Mozesz wigc napisac, ze 17 =3-5+2.
Podobne zasady dotycza dzielenia wielomianéw. Zapisz wielomian W w postaci sumy iloczy-
nu dzielnika x—2 przez iloraz oraz reszty. Nie musisz zna¢ otrzymanego ilorazu — zamiast
tego napisz np. P(x). W zadaniu jest mowa o wartosci wielomianu W dla argumentu x -1,

pozostaje wigc w miejsce zmiennej, w zapisanej wezesniej sumie, wstawi¢ X —1.
Przykladowe rozwiazanie

Zauwazmy, ze istnieje taki wielomian P(x), ze W(X) =(x—2)-P(x) +2.

Ale wowezas W (x—1) =[(x-1) —2]- P(x—=1) + 2, czyli W(x—1) = (x—3)- P(x—1) + 2.

Stad wida¢, ze szukana reszta jest rowna 2.

Zadanie 3.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych X, y takich, ze |X| % |y|, prawdziwa jest nie-

(x=y)+y’) 1
(x+y)f*-y°) " 3

Komentarz do zadania

rownos¢

Skorzystaj ze wzorow skroconego mnozenia na sume szesciandOw i na réznic¢ szesciandw
I skro¢ utamek wystepujacy po lewej stronie dowodzonej nieréwnosci.

Przeksztal¢ teraz otrzymang nier6wno$¢ tak, zeby otrzymac¢ nierownos¢ kwadratowa.

Skorzystaj na koniec ze wzoru na kwadrat roznicy i1 wyciagnij odpowiedni wniosek.
W ktorym miejscu wykorzystasz informacjg, ze liczby X iy sa rozne?
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Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych pierwiastkami réwnania
(x2 —1Xx2 — m2)= 0 sg cztery kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego.

Komentarz do zadania
Czy dla m =0 warunki zadania bylyby spetnione? Ile wowczas mielibySmy rozwigzan?

Zauwaz, ze rozwigzaniami kazdego z réownan x> —1=0 oraz x> —m?® =0 sg pary liczb prze-
ciwnych. Jakie to liczby? Jakie moze by¢ wzajemne potozenie tych liczb na osi liczbowej?
Dlaczego nie jest mozliwe wzajemne potozenie opisane nierownosciami —m<—-1<m<1?

Jak mozesz skorzystaé z definicji ciagu arytmetycznego dla ciagu (m, —1,1, m), a jak dla cia-
gu (-1, —m, m,1)?

Zauwaz, ze jesli rozwigzaniem zadania bedzie liczba m, to bedzie nig takze liczba —m, bo-
wiem w réwnaniu mamy wyrazenie m°,a m? = (- m)2 .

Zadanie 5.

Liczba log,9+log, 6 jest rOwna

A. log,18 B. log, 27 C. log, 27 D. log,108

Zadanie 6.
Wykaz, ze log,5-log, 9-log, 2 =1.

Zadanie 7.

Liczba (27)"’927 jest rowna

A T B. 7?2 C. 7 D. 7%

Zadanie 8.

Iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest 6 razy wigkszy od kwadratu najmniejszej
z tych liczb powigkszonego o 1. Wyznacz te liczby.

Zadanie 9.

Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sg pierwiastkami wielomianu x* —2x+1. Oblicz, ile jest rowne

a?+b?+c?.

Zadanie 10.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktorych rownanie k?x —1=x(3k —2)—k ma
rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych.
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Zadanie 11.
Roéwnanie "X + 3| — 4‘ =5
A. nie marozwigzan rzeczywistych.
ma doktadnie dwa rozwigzania rzeczywiste.

B
C. ma doktadnie trzy rozwigzania rzeczywiste.
D

ma doktadnie cztery rozwigzania rzeczywiste.

Zadanie 12.

Rozwigz réwnanie "X —Iq —1‘ = |X - 2| .

Zadanie 13.

Rozwigz nierdwno$¢ [2x —2|—|x| > x.

Zadanie 14.

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej X prawdziwa jest nierownosc¢ |X + 5| -+ |X — 2| 27,

Zadanie 15.

Rozwigzaniami nierownosei [x* —4 < |x - 2| sa wszystkie liczby ze zbioru
A.(-2,2)

B.(-3,-1)

C. (o0, =2)U(2, + )

D. (—o0,—3) U (1, +0)

Zadanie 16.

Réwnanie kwadratowe 5X*+4x—3=0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste: x, oraz x,. War-

. . XX, . ,
tosCc wyrazenia ——— jest rowna

1 +X2
A -2 B 3 c.-2 D.2
5 4 3 4
Zadanie 17.

Rownanie kwadratowe ax® +bx+c =0, gdzie ¢ # 0, ma dwa rézne pierwiastki, ktorych suma
jest rowna ich podwojonemu iloczynowi. Wynika stad, ze

A. b=2c B.c=2b C.b=-2c D. 2b=——
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Zadanie 18.

Okresl liczbe rozwiazan rownania mx* + mx—1—2m=0, gdzie X € <— 2, 2> , W zaleznos$ci od

warto$ci parametru meR.

Zadanie 19.

Funkcja f , ktorej dziedzing jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, okreslona jest wzorem
f(x) = (M —-1)x* —2x —m+1. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych wykres
funkcji f przecina si¢ z prosta o rownaniu y =—X+1 w dwoch punktach, ktorych pierwsze
wspotrzedne maja przeciwne znaki.

Zadanie 20.

Tréjmian x> +bx+cC ma dwa rozne pierwiastki catkowite, oba rézne od zera, a suma jego
wspolczynnikow 1+b+cC jest liczbg pierwszg. Wskaz przyktad trojmianu spetniajacego wa-
runki zadania. Uzasadnij, ze jednym z pierwiastkow tego trojmianu jest liczba 2.

Zadanie 21.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej X i kazdej liczby rzeczywistej m prawdziwa
jest nierowno$é 8x* —4mx+2m?* >12x+6m—18.

Zadanie 22.

Wielomian f jest dany wzorem f(x) = x* + x® —2x* +3x—a. Reszta z dzielenia wielomianu f
przez dwumian X —2 jest rowna 3, gdy a jest rowne

A 12 B. 17 C.19 D. 22

Zadanie 23.

Dla  pewnej wartosci  parametru m reszta z  dzielenia  wielomianu
W (x) =8x% +6x° +4x* +2x* + m przez X—2 jest rowna 2014. Reszta z dzielenia wielomia-

nu W przez 2x+4 jest rowna
A. —2014 B. —1007 C. 2014 D. 4028

Zadanie 24.

Wielomian W (x) =4x> +ax®+bx* +1 jest podzielny przez dwumian 2x+1, a reszta

z dzielenia tego wielomianu przez dwumian X—2 jest rowna 105. Wyznacz pierwiastki wie-
lomianu W .

Zadanie 25.
Rozwigz rownanie 3(x +2 ) =x*+24/2.

Wskazéwka: mozesz skorzystaé ze wzoru a® +b* = (a+b)a? —ab+b?).
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Zadanie 26.

Rozwiaz rownanie (x2 — 3xXx2 —3x+ 2)+l =0.

Zadanie 27.

Na rysunku ponizej przedstawiono fragment wykresu funkcji liniowej f(x) =-2x+2 oraz
fragment wykresu wielomianu  w(x) = x* —6x° +8x*+4x—7. Rozwiaz nierownosé
w(x) > f(X).

Y

€T
Ly

Zadanie 28.

Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu wielomianu

W(x):%x4+gx3—4x2—6x+8. Wielomian W jest podzielny przez

dwumian % X+ 2. Rozwigz nieréwnos¢ W (x+2)>0.

Zadanie 29.

Dane s3 funkcje f(k)=k® oraz g(k)=2-f(k)- f(k—2), gdzie k € R. Wyznacz wartosci K,
dla ktérych g(k)=280.

Zadanie 30.

Funkcja kwadratowa f (x) =ax”*+bx—6 osigga najmniejszg wartos¢ rowng —22 dla argu-

mentu 4. Liczba -3 jest jednym z rozwigzan rownania x° +ax® +bx—6 = 0. Wyznacz pozo-
stale rozwigzania tego rOwnania.

=y
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1.2. Funkcje

Zadanie 31.

Funkcja kwadratowa f(x) = —x*+(1—m)x+m+3 osiaga warto$¢ najwigksza dla tego same-
go argumentu, dla ktérego warto§¢ najmniejszg osigga funkcja kwadratowa
g(x) = —(m+1)x* +(2m—2)x—4m. Uzasadnij, ze dla dowolnej wartosci argumentu praw-
dziwa jest nierdownos¢ f(x) < g(x).

Komentarz do zadania

Dla jakiej wartosci argumentu funkcja kwadratowa osigga warto$¢ najmniejsza (najwigksza)?
Wyznacz te warto$ci dla kazdej z funkcji i przyréwnaj do siebie otrzymane wyrazenia.
Sprawdz, czy dla kazdej z otrzymanych wartosci parametru spelnione sg warunki zadania.
Uwzgledniajac wyznaczone m, napisz wzory obu funkcji w postaci kanonicznej lub rozwigz
odpowiednig nieréwnos¢.

Przykladowe rozwiazanie

Niech punkt W, = (xf Yy ) bedzie wierzchotkiem paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwa-
dratowej f. Wtedy x, = l_Tm

Analogicznie, niech punkt W, = (xg , yg) bedzie wierzchotkiem paraboli, ktora jest wykresem
2(m-1) m-1
2(m+1) m+1
kwadratowa, musi zachodzi¢ warunek m = —1.

funkcji kwadratowej g. Wtedy x, =

. Oczywis$cie, poniewaz funkcja g jest

. . o 1-m m-1
Z warunkoéw zadania wynika, ze Xg =X¢, zatem —— = —1 .
m+

Ostatnie rownanie mozna zapisa¢ w postaci rownowaznej 1—m? =2(m-1), czyli
(m-1)(m+3)=0.
Jego rozwigzaniami sg liczby 1 oraz —-3.

Zauwazmy, ze dla m=1 funkcja g bytaby okre$lona wzorem g(x)=-2x*—4, tym samym
nie mialaby warto$ci najmniejsze;j.

Z kolei dla m=-3 otrzymujemy:
f(X) = —x* +4x,
g(x) =2x*> —8x +12.
Zapisujac otrzymane tréjmiany w postaci Kanonicznej, otrzymujemy:
f()=—(x-2) +4,
g(x) =2(x—2) +4.
Stad f(X)<g(x) dla kazdej wartosci X .

Uwaga: Oczywiscie g(x)— f(x)=3-(x—2)* >0, co oznacza, ze g(x)> f(X).
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Zadanie 32.

Funkcja f , ktorej dziedzing jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, jest okreslona wzorem
f (X) = 2sin(—=3x) . Na ktorym rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji f ?

A. B.

AANAAL AARAA,
VRYRVRVRVERVAVAVRVAVAY

C. D.

MAALADLAD: AL A A
VRTRVATRVAVATANRVATAVAYRVAVAVAY

Komentarz do zadania

—

Zauwaz, ze zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat <— 2; 2>. Ktore z przedstawionych

fragmentow wykresow funkcji mozesz odrzuci¢? Nastepnie sprawdz, jakie warto$ci (dodatnie
czy ujemne) funkcja f przyjmuje w otoczeniu zera.

Mozesz tez obliczy¢ warto$¢ f[%) = ZSin(— 37”) =2. Na ktorym rysunku przedstawiono

fragment wykresu funkcji spetniajacej ten warunek?

Poprawna odpowiedz
C

Zadanie 33.

Wyznacz, w zalezno$ci od catkowitych wartosci parametru a> 0, liczbe réznych rozwigzan

réwnania sin(zax)=1 w przedziale <0, E>
a

Komentarz do zadania

Najpierw musisz ustali¢, dla jakich warto$ci argumentu o prawdziwe jest rownanie
sinag =1. Pamigtaj o okresowosci funkcji sinus — musisz zapisa¢ cala seri¢ rozwigzan,
z uwzglednieniem krotno$ci okresu, czyli wyrazenia 2Kz, gdzie k jest dowolng liczbg cal-
kowita.
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Teraz podstaw w miejsce « argument rownania, ktore chcesz rozwigzaé, czyli zax, a na-
stepnie, odpowiednio dzielgc, wyznacz zmienng X.

Sprawdz, ze dla k =0 otrzymana warto$¢ zmiennej X lezy w przedziale <O, 1> .
a

Zauwaz, ze dla k <0 otrzymana warto$¢ zmiennej X jest ujemna, czyli nie moze naleze¢ do

przedziatu <O, 1> . Podobnie dla k > 0 nie sg spetnione warunki zadania.
a

Zadanie 34.
Wyznacz najmniejszg dodatnig liczbe X spelniajgca warunki: sinx+sin3x=0 oraz

1 1
COS—X<—.
2 2

Komentarz do zadania

Korzystajac ze wzoru na sume sinusOw, rozwigz podane rownanie (otrzymasz dwa prostsze
réwnania). Wsérod otrzymanych rozwigzan poszukaj najmniejszej liczby dodatniej. Sprawdz,
czy spetnia ona podang nierownos¢. Jesli nie, zrob to samo z nastepnym dodatnim rozwigza-
niem rownania. Czynno$¢ te powtarzaj tak dtugo, az trafisz na liczbe, ktora spetnia réwniez
podang nierownosc.

Mozesz tez rozwigza¢ dang nierownos$¢ i sprawdzi¢, jaka najmniejsza liczba dodatnia spetnia-
jaca rdwnanie nalezy do zbioru rozwigzan nierdwnosci.

OX

L\

Zadanie 35.
Dla danej funkcji kwadratowej f okre-
§lono funkcje g 1 h wzorami:

g(x)=k-f(x) oraz h(x)= f(kx)),
gdzie k#0. Wyznacz wzor funkcji
f(X), majac dane wykresy funkcji
gih.

Zadanie 36.
Wykaz, ze
1+2c0s88°-cos2°  1+tg2°
cos® 2°—c0s88°-sin2° 1-tg2°"
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Zadanie 37.

Na ktoérym z ponizszych rysunkow jest przedstawiony fragment wykresu funkcji f okreslone;j

dla kazdej liczby rzeczywistej x wzorem f(x)= sin(% X|?
A. B.
’,Aky qALy
AN 1 1
\ / \ e ~. I
-7 7l g N2 Va >
\___/ \___/ . ~
C D
’,Aky qALy
T\ 7\ = T
/ \ \ / X
/] -7 \ \ T / -7 7
\\_/4 N . N
Zadanie 38.
. . 1 1 1 ,
Dane sg liczby: a =sin 325-7z , b=cos 32§~7z , C=1g 32§-ﬂ' . Wowczas
A. a<b B.a=b C.b<c D.b=c
Zadanie 39.

Dana jest funkcja f(x) =cosx oraz funkcja g(x) = f(% xj. Rozwiaz graficznie i algebraicz-

nie réwnanie f(x)=g(X).

=21 -31m/2 i -11/2 0 2 ™ 3m/2 21

-2




1. Zadania 15

Zadanie 40.

Rozwigz rownanie Sin2x+2sinx+cosx+1=0, dla xe (-7, 7).

Zadanie 41.

Wyznacz  wszystkie  warto$ci  parametru =« e<0; 27Z>, dla  ktéorych  réwnanie

(x2 —sin ZaXx —1)=0 ma trzy rozwiazania.

Zadanie 42.

Rozwigz nierownos¢ C0S 2X < COS X .

Zadanie 43.
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru a, dla ktorych rownanie (cos x +a)- (sin2 X— a) =0 ma

w przedziale <0, 27r> doktadnie trzy rozne rozwiazania.

1.3. Ciagi

Zadanie 44.
Funkcja f , ktorej dziedzing jest zbior (1, +OO), jest okreslona wzorem

Xx+1 x+1 x+1
+ +

+
X NG N

f(X)=x+1+

Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartos¢ 6 .

Komentarz do zadania

Xx+1 x+1 x+1

X X2 x3

nym zbieznym. Skorzystaj z odpowiedniego wzoru, by zapisa¢ jego sume. Dla jakich x jest
ona rowna 6? Nie zapomnij sprawdzi¢, czy otrzymane liczby nalezg do dziedziny.

Wyrazenie X +1+ +... W podanym przedziale jest szeregiem geometrycz-

Przykladowe rozwiazanie

Xx+1 x+1 x+1
+ 2 + 3

Dla xe(L+0o) wyrazenie X+1+ +... jest szeregiem geometrycznym

X X X
] } 1 ) )
o ilorazie q == takim, ze |o| <1, zatem
X
Xx+1 x+1 x+1 Xx+1 x?+x
X+1+ t—t—5 == .
X X X -1 x-1
X
X% + X

Z tego wynika, ze f(Xx) =

1 dla Xe(l;+oo).
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Wyznaczamy argumenty, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosé 6 :

X2 + X

x—-1 -
X? 4+ X =6Xx—6,
x> —5x+6=0,
Xx=2 lub x=3.

6,

Argumenty x=2 oraz Xx=3 naleza do (;+x).

Funkcja f przyjmuje warto$¢ 6 dla argumentow 2 i 3.

Zadanie 45.

Ciag geometryczny (a,) spelnia nastgpujace rownanie rekurencyjne: @, =7,

1

a,, = 5 a,., +%an ,dla ne{L,2,3,...}. Wyznacz sum¢ wszystkich wyrazow ciagu (a, ).

n+

Komentarz do zadania

Dany ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym. Napisz wzor ogdlny na n-ty wyraz tego ciagu
geometrycznego, zastosuj odpowiednio te¢ zalezno$¢ w réwnaniu rekurencyjnym i przeksztaté
to rownanie do najprostszej postaci (czy iloraz @ moze by¢ rowny 0?). Rozwigz réwnanie
I wyznacz . Pamietajac o sprawdzeniu warunku zbiezno$ci szeregu geometrycznego, oblicz
sume wszystkich wyrazow ciaggu (dla obu przypadkow).

Zadanie 46.
n? 3

n+l' " 4n?+2n
datniej liczby catkowitej n. Oblicz granice ciagu (c,) takiego, ze ¢, =a, -b, dla kazdej do-

Ciagi (a,) i (b,) sa dane nastgpujacymi wzorami: a, = dla kazdej do-

datniej liczby catkowitej n.

Komentarz do zadania

Zauwaz, ze ciag (a,) nie ma skoficzonej granicy (a ciag(b, ) jest zbiezny do 0), nie mozemy
wigc zastosowa¢ twierdzenia o granicy iloczynu. Znajdz ogélng posta¢ wyrazow ciagu (c,,)
I podziel licznik i mianownik przez odpowiednia potege n.

Zadanie 47.

3 2
Oblicz granice lim [n 301 +7n}.

n+2 n+21

n —oo

Zadanie 48.

. [(n*=n* n?
Oblicz granice lim - .
g ¥ ( n+1 n +3J

n —ow
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Zadanie 49.

Pierwszy wyraz a, nieskoficzonego ciagu geometrycznego (a,) jest rowny J2, natomiast

suma pierwszych trzech jego wyrazéow jest rowna 2\/5 Szereg nieskonczony

a, +a, +a, +... jest zbiezny. Oblicz jego sume.

Zadanie 50.

Dany jest nieskonczony ciag szesciandw. Krawedz pierwszego z nich jest rowna X, . Krawedz
drugiego z tych szes$cianéw ma dlugo$¢ x, réwna roznicy dlugosci przekatnej pierwszego
sze$cianu 1 przekatnej Sciany pierwszego szescianu. Analogicznie trzeci szescian ma krawedz
x, 0 dlugoSci rownej roznicy dtugosci przekatnej drugiego szeScianu 1 przekatnej Sciany dru-
giego szescianu, itd. Oblicz sume¢ X, + X, + X; +... .

1.4. Geometria

Zadanie 51.

Trojkat o boku a 1 kacie ostrym «, lezacym naprzeciw tego boku, jest wpisany w okrag
0 promieniu R, za$ trojkat o boku a+1 i kacie ostrym « , lezacym naprzeciw tego boku, jest
wpisany w okrag o promieniu R +1.Wyznacz miare kata « .

Komentarz do zadania

Skorzystaj z twierdzenia sinusow dla kazdego z dwoch opisanych trojkatow i zapisz dwie
rownosci, ktore wigzg a, R oraz sinus kata « . Wyznacz np. z jednej z nich zmienng a i pod-
staw do drugiej zaleznos$ci. Pozwoli Ci to obliczy¢ warto$¢ funkcji sinus.

Przykladowe rozwiazanie

Z twierdzenia sinusOw mamy odpowiednio:

_ & _2R, (1)
SiIna
a+l
“ = =2(R+1). )
SIno

Z rownania (1) otrzymujemy, ze a=2Rsina . Po podstawieniu do (2) i rownowaznym prze-
ksztalceniu otrzymujemy:

2RS-|nCZ+1:2(R+1)’
SINx
1
2R+——=2R+2,
sina
1
SIhax
sina==.

Zatem o =30°.
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Zadanie 52.

Trojkat rownoramienny ABC jest wpisany w okrag o rownaniu (x —5) +(y +3) =5. Pod-
stawg trojkata ABC jest odcinek AB zawarty w prostej o rownaniu Xx—y—7=0. Oblicz
pole trojkata ABC . Rozwaz wszystkie przypadki.

Komentarz do zadania

Z podanego w zadaniu réwnania okregu odczytaj promien R oraz $rodek S tego okregu.
Analizujgc tre$¢ zadania, mozesz wykona¢ odpowiedni rysunek. Czy bedzie tylko jeden troj-
kat spetniajacy warunki zadania?

Oblicz odlegto$¢ d srodka S od podanej prostej. Na rysunku znajdz trojkat prostokatny, kto-
rego bokami bedg: wyznaczona odlegtos¢ d, promien okr¢gu R i potowa odcinka AB (sta-
nowi on podstawe trojkata ABC ). Oblicz dtugos$¢ odcinka AB .

Do obliczenia pola trojkata ABC potrzebna jest jeszcze jego wysoko$¢. Mozesz ja obliczy¢,
wykorzystujagc d 1 R.

Przykladowe rozwiazanie
Srodkiem okregu (x—5)? +(y+3)° =5 jest punkt S =(5,—3), natomiast promien R =+/5.

W okrag mozna wpisa¢ dwa trojkaty rownoramienne ABC, i ABC,, ktorych podstawa jest
odcinek AB (zobacz rysunek).

\Y
T
/
Obliczamy odlegtos¢ d $rodka S od prostej o rownaniu x—y—7=0:
d- 5+3-7 1

Vi1 V2
Oznaczmy przez a = %|AB| (zobacz rysunek obok).

Z twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisac:

a’+d?=R2.
1 3 32 .
Zatem a=./5-—=—=——czyli AB|=32.




1. Zadania 19

Uwaga

Dtugos¢ odcinka AB mozemy tez obliczy¢, wyznaczajac najpierw wspotrzedne punktow
przecigcia danej prostej i okregu. Wystarczy rozwigza¢ uklad rownan:

{(x—5)2+(y+3)2:5

y=x—-7

Wysokos¢ trojkata ABC, poprowadzona z wierzchotka C, jest rowna

1
h =R—d=+/5-—.
' V2

Wysokos¢ trojkata ABC, poprowadzona z wierzchotka C, jest rOwna

1
h,=R+d =~5+—".
i V2

Z tego wynika, ze pole trojkata ABC,:

1
V5-—=1-3J2
b _ ( J2 3J10-3
' 2 2
oraz pole trojkata ABC,:
1
J5+ 2
( J2 3410 +3
P, = 5 =

Zadanie 53.

Dany jest trojkat ABC o polu rownym P. Odcinki 1J i GH, ktorych konce leza na bokach troj-
kata, sa rownoleglte do boku AB i przecinaja wysokos¢ CD w punktach E i F takich, ze

CE|=|DF|==-|CD| (zobacz rysunek).
;

C
| J
E
G H
/ j
/]
A D B

Pole trapezu GHJI jest rowne
A. l P B. 2 P C. E P D. E P
2 16 3 4
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Komentarz do zadania

Zwro¢ uwage, ze trojkaty 1JC, GHC, ABC sg podobne. Wyznacz skale podobienstwa trojkata
1JC do trojkata ABC oraz skale podobienstwa trojkata GHC do trojkata ABC, a nastepnie wy-
korzystaj to do ustalenia stosunku pol tych trojkatow.

Pole trapezu jest roznica pola trojkata GHC i pola trojkata 1JC.

Zadanie 54. —

Z wierzchotéw kwadratu poprowadzono do odpowiednich bokéw |«

proste pod takim samym katem « , mniejszym od 45°, (zobacz 7
rysunek obok). Proste te wyznaczaja w szczegolnosci trojkat (za-

cieniowany) o polu 9 i czworokat (zacieniowany) o polu 7. Wy-

znacz pole kwadratu.

Komentarz do zadania 9 o

,Dolacz” do zacieniowanego trojkata trapez ,,po prawej stronie”.
Jakie bedzie pole otrzymanego trojkata? Ile bedzie rowny stosunek pdl otrzymanego trojkata
i trojkata zacieniowanego?

Czy widzisz, ze te trojkaty sa podobne? Ile jest rowna skala podobienstwa tych trojkatow?
(Pamigtaj, ze stosunek odpowiednich pdl jest rowny kwadratowi skali podobienstwa). Wyraz
podstawe zacieniowanego trojkata jako utamek boku kwadratu.

,Dolacz” teraz do otrzymanego trdjkata ,,maty” tréjkat po prawej stronie i oblicz pole otrzy-
manej figury. Jak wyrazisz to pole poprzez dlugosci odpowiednich podstaw wczesniej rozwa-
zanych trojkatow?

Zadanie 55.

Warto$¢ wyrazenia sin(2a — ) jest rowna
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Zadanie 56.

N3

W trojkacie ABC sg dane |AB|=8, |BC|=6 oraz sin<ABC =5 Oblicz stosunek promie-

nia okregu opisanego na trojkacie ABC do promienia okrggu wpisanego w ten trojkat.
Zadanie 57.
Rysunek przedstawia trapez rownoramienny ABCD opisany na okregu o $rodku S i promieniu

r= % . Dolna podstawa trapezu jest o 6 dtuzsza od gornej podstawy.

D C

A B
Oblicz obwad trapezu ABCD.

Zadanie 58.
Czworokat ABCD wpisany w okrag S spetnia nastepujgce warunki: |BD|=|DC|, |AB|=4,
|AC|=6, |AD|=5. Oblicz dlugos¢ promienia okregu S.

D
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Zadanie 59.

W trojkat rownoramienny ABC wpisano kwadrat w taki sposob, ze bok DE kwadratu zawiera
si¢ w podstawie AB trojkata, a wierzchotki F i G kwadratu lezg odpowiednio na ramionach
BC i AC trojkata (zobacz rysunek).

C

A D E B

Pole trojkata CFG jest rowne sumie pol trojkatow ADG i BEF. Oblicz sinus kata ostrego, pod
jakim przecinajg si¢ odcinki DF i BG.

Zadanie 60. D C
W trapez prostokatny ABCD wpisano okrag o $rodku O, ktory
w punkcie P jest styczny do dtuzszego ramienia BC tego trapezu P
(zobacz rysunek). 0o
Wykaz, ze jezeli [BP|=p i |CP|=q, to obwdd trapezu jest row- \\
ny 2J/p+a .
A B

Zadanie 61.

Na podstawie AB trapezu ABCD (|AB| > |CD|) wyznaczono taki punkt E, ze czworokat AECD
jest rownolegtobokiem. Przekatna BD przecina odcinki CA i CE odpowiednio w punktach

- - - - AB
F i G. Odcinki DG i BF sa rownej dtugo$ci. Uzasadnij, ze H = 1+2\/§ '
D C
F
G
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Zadanie 62.

. ) 1
Na boku AB trojkata ABC obrano punkty D i E takie, ze |AD|:|EB|=Z|AB| (zobacz rysu-

nek).
C

Udowodnij, ze

|AC|" +2|CE[* =|BC[* +2|cD]".

Zadanie 63.

Okrag o, jest opisany na czworokacie ABCD, natomiast o, jest opisany na czworokacie
AFEC (zobacz rysunek). Punkty A, B, E sa wspotliniowe i zachodzi rowno$é
|«BFE|=|«CDB| . Udowodnij, Ze punkty F, B, C s3 wspétliniowe.

Zadanie 64.
Zbadaj, czy punkt (3,~1) lezy na prostej przechodzacej przez punkt (1,3) prostopadtej do pro-

. .1
stej o rownaniu —X—Yy+—-=0.
2 2

Zadanie 65.
Narysuj w ukladzie wspotrzednych nastgpujace zbiory: (x+1) +(y+1) <25 oraz

y > %X + 2; i oblicz pole figury F, ktora jest czeScig wspolng narysowanych zbiorow.
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Zadanie 66.

Okregi o, i 0, sa dane, odpowiednio, rownaniami x*+y? =1 oraz (x—6)* +(y -3y =5.
Srodki tych okregéw potaczono odcinkiem, ktéry przecina okrag o, W punkcie A oraz okrag
0, W punkcie B. Wyznacz wspodtrzedne $rodka odcinka AB.

Zadanie 67.

Dany jest okrag o rownaniu (x —5)* +(y —3)* =9. Wyznacz réwnania stycznych do danego
okregu przechodzacych przez poczatek uktadu wspoirzednych.

Zadanie 68.
Dany jest okrag O, o rownaniu (x—3)+y®*=36 oraz okrag O, o0 rownaniu
x* +(y —m)* =m?. Dla jakich warto$ci parametru m okregi O, i O, maja doktadnie jeden

punkt wspolny? Dla znalezionych wartos$ci parametru m wyznacz réwnanie prostej przecho-
dzacej przez $rodki tych okregow.

Zadanie 69.

Dany jest punkt A=(0,0). Punkt B, rézny od punktu A, nalezy do okregu o réwnaniu
(x—2fY +y?>=4. Wykaz, ze S$rodek odcinka AB nalezy do okrggu o rownaniu

(x-1)"+y?=1.

Zadanie 70.

Na rysunku jest przedstawiony trojkat prostokatny ABC, ktorego wierzchotkami sg punkty
A= (0,0), B= (4, 0) i C= (4, 4), oraz okrag o srodku C, ktory dzieli trojkat na dwie figury
0 réwnych polach.

Aky
A C
A B X
0 p ’

Wyznacz réwnanie tego okrggu.
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Zadanie 71.

Dany jest trojkat prostokagtny KLM o kacie prostym przy wierzchotku K, ograniczony prosty-
mi KL: 2x+3y+5=0, LM: 7x+4y—2 =0 oraz prosta KM. Wyznacz réwnanie prostej KM,

wiedzac, ze pole trojkata KLM jest rowne 13.

Zadanie 72.

Dwa boki trojkata o polu réwnym 20 zawierajg si¢ w prostych prostopadtych k:
ax+by—4a=0 oraz I: (2b—1)x—ay—8b+4=0. Trzeci bok tego trojkata zawiera si¢ w 0Si
Oy. Wyznacz wszystkie dodatnie wartosci parametrow a i b, dla ktorych spetnione sa warunki
zadania.

Zadanie 73.

Wykaz, ze je$li prosta o rownaniu y=Kkx+| jest styczna do okregu o réwnaniu
. k*

(x—k) +(y—1y =m?, gdzie k,1 eR oraz m>0, to k2—1=m2.
+

Zadanie 74.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego trdjkatnego ;
ABCDEF (zobacz rysunek obok) jest rowna 6. Punkt K dzieli p r
krawedz boczng CF w stosunku 2:3. Pole przekroju tego grania- '
stostupa ptaszczyzng przechodzaca przez krawedz podstawy AB

i punkt K jest rowne 15+/3. Oblicz objetos¢ tego graniastostu-
pa.

Zadanie 75.

Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny o krawedzi podstawy rownej 4. Graniasto-
stup przecieto plaszczyzng jak na rysunku. Otrzymano w ten sposob przekroj o polu rownym

48+/2 . Oblicz objetosé danego graniastostupa.
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Zadanie 76.
Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny ABCDEF, w ktérym kazda krawedz ma t¢ sama

dhugos¢ rowna a (zobacz rysunek).
F
E

D

A N T --

B

Wykaz, ze jezeli przekroj tego graniastostupa ptaszczyzng zawierajgca krawedz AB podstawy
tego graniastostupa jest trapezem, to ptaszczyzna ta jest nachylona do ptaszczyzny podstawy

ABC graniastostupa pod takim katem « , ze tgo > §\/§ :

Zadanie 77.

Dany jest ostrostup trojkatny ABCS, w ktérym krawedz boczna AS jest jednocze$nie wysoko-
$cig ostrostupa, a kat miedzy kazdymi dwiema krawedziami bocznymi jest réwny 60°. Przez
punkt D lezacy na krawedzi AS poprowadzono ptaszczyzne rownolegla do plaszczyzny pod-
stawy ABC. Plaszczyzna ta przecigta krawedzie boczne BS i CS w punktach E i F (zobacz
rysunek).

S

B

Pole trojkata ABC jest rowne P, a pole trojkata DEF jest rowne P,. Oblicz odlegto$¢ migdzy
ptaszczyznami ABC i DEF.
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Zadanie 78.

Punkt S jest wierzchotkiem ostrostupa prawidtowego czworokatnego, a punkty E, F sg odpo-
wiednio $rodkami krawedzi AB i CD jego podstawy. KrawedZ podstawy i wysokos$¢ tego
ostrostupa majg takg samg dlugos$¢ rowng 1. Plaszczyzna przechodzgca przez punkty E i F
przecina krawedzie boczne odpowiednio w punktach G oraz H (zobacz rysunek).

Oblicz pole otrzymanego przekroju, wiedzac, ze jest ono dwa razy wicksze od pola czworoka-
ta BCGH.

1.5. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Zadanie 79.

Zdarzenia losowe A, B,C zawarte w Q s3 takie, z2 C— A, P(C)>0 i P(AnB)>0. Wy-
kaz,ze P(C|A)>P(C|AUB).

Komentarz do zadania

Zapisz odpowiednie prawdopodobienstwa warunkowe P(C|A) i P(C|AuUB).

PCIm="0R o P(CIAuB)zp(ia(j;)B)).

Skorzystaj z zatozen o zdarzeniach A, B,C.

Poniewaz C — A, to Cc(AUB) oraz CNA=Cn(AUB)=C, czyli.

PE) i pciavg) =—C)

PCIA=3 -
(A) P(AUB)
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Przykladowe rozwiazanie

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego mamy

pc1A=PEOA | s - DICR(AVE)
P(A) P(AUB)
Poniewaz C — A, to CﬁA:Cm(Au B):C )
o P) . __PE©)
Stad wynika, ze P(C|A) = P(A) I P(C|AUB) = PALB)"

Z zatozenia P(A'nB) >0 wynika, ze P(AUB)=P(A)+P(A'nB) > P(A),
czyli P(C|A)>P(C|AUB).

Zadanie 80.

Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednocze$nie trzy liczby ze zbioru
{l, 2,3,4,5,6,7,8, 9}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wylosowanych liczb
bedzie liczba 4, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie parzysta.

Wynik przedstaw w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.

Komentarz do zadania

Losujemy jednoczes$nie trzy liczby z danego zbioru. Zastanoéw sie, czym jest pojedyncze zda-
rzenie elementarne, a nastepnie wprowadz oznaczenia, na przyktad niech A oznacza zdarzenie
polegajace na tym, ze wsrdd wylosowanych liczb bedzie liczba 4, a B — zdarzenie polegajace
na tym, ze suma wylosowanych liczb bedzie parzysta. Twoim zadaniem jest obliczenie praw-
dopodobienstwa warunkowego w modelu klasycznym

P(AnB) _|ANB|

PAIB) =6 B|

Oblicz moc zdarzenia B. Pomysl, kiedy suma trzech liczb jest parzysta? Beda dwie mozliwo-
Sci. Teraz wyznacz liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zaj$ciu zdarzenia ANB —
suma trzech liczb jest parzysta 1 jednoczesnie wsrdd nich jest liczba 4. W tym przypadku
rowniez beda dwie mozliwosci. Oblicz moc zdarzenia AN B 1 oblicz prawdopodobiefistwo
warunkowe.

Zadanie 81.

Cztery kule ponumerowano kolejnymi liczbami od 1 do 4. Ustawiamy te kule losowo
W szereg 1 zapisujemy liczbe, ktorej kolejnymi cyframi sa numery na kulach. Prawdopodo-
bienstwo, ze zapisana liczba nie jest podzielna przez 4, jest rowne

6 18 6 18

A = B. = C. — D. —
4 4 4 41
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Zadanie 82.

Liczby X, y, z naleza do zbioru {1,2,3,...,100}. Liczba uporzadkowanych tréjek liczb (x,y, z)
spetniajacych warunek: liczba x* + y? +z® jest podzielna przez 3, jest rowna

A5
o (SHEH

C. 33° +67°
D. 33° +33° +67°

Zadanie 83.

Oblicz, ile jest trzycyfrowych liczb catkowitych dodatnich, w ktérych zapisie dziesigtnym
wystepuja doktadnie dwie rézne cyfry.

Zadanie 84.

Zbiér A=1{,2,3,...,2n-1,2n}, gdzie n>4, jest ztozony z 2n kolejnych liczb naturalnych.
Rozpatrujemy wszystkie czteroelementowe podzbiory zbioru A. Przez x oznaczmy liczbe
podzbioréw, ktorych suma wszystkich elementoéw jest parzysta, a przez y oznaczmy liczbe

n
podzbiorow, ktorych suma wszystkich elementow jest nieparzysta. Wykaz, ze X—y = (2} .

Zadanie 85.

Na wspolnym zebraniu klas IIIA 1 I[IIB postanowiono wylosowa¢ dwie osoby, ktore beda kie-
rowaly przygotowaniami do studniéwki. Kazda z tych dwoch klas liczy 20 osob; w 1A jest 6
dziewczat, w klasie IIIB jest dziewczat 12. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze obie wyloso-
wane osoby sg dziewczetami, jesli obie pochodzg z tej samej klasy?

Zadanie 86.

Doswiadczenie losowe polega na dwoch rzutach symetryczng sze$cienng kostka do gry. Ob-
licz prawdopodobienstwo, ze warto$¢ bezwzgledna roznicy wyrzuconych liczb bedzie wigk-
sza od 2, jezeli wiadomo, Ze suma kwadratow tych liczb przy dzieleniu przez 4 daje reszte¢ 1.

Zadanie 87.

Zdarzenia losowe A, B zawarte w Q s3 takie, ze P(B)>0 i prawdopodobiefistwo warunko-

P(S(;)B_) Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku skonczo-

nego rozwinig¢cia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

we P(A\B)=0,386. Oblicz
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Zadanie 88.

Zdarzenia losowe A,B zawarte w Q sa takie, z¢ P(AUB)=09; P(AnB')=02;
P(AnB)=0,4. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe P(A\B).

1.6. Rachunek rézniczkowy

Zadanie 89.

Funkcja f(x)=2x>— % X +1 jest malejgca w przedziale

o B)slam o [88) o (B

6

Komentarz do zadania

Funkcja f jest wiclomianem stopnia trzeciego i aby wyznaczy¢ zbidr, w ktorym jest ona male-
jaca, mozesz poshuzy¢ si¢ jej pochodng. Wyznacz pochodng funkcji f. Otrzymasz

1
f'(X)zGXZ—E Czy pamigtasz, jaka jest zalezno$¢ migdzy monotoniczno$cig funkcji f

a znakiem pochodnej f’? Zapamigtaj, ze jesli funkcja jest malejgca w pewnym zbiorze, to jej
pochodna jest w tym zbiorze niedodatnia. Zapisz odpowiednia nier6wnos¢ i jg rozwigz. Roz-

V3 .43

wigzaniem bedzie przedziat <— ry ?> .

Prawidlowa odpowiedz
C

Zadanie 90.

Wsrod wszystkich graniastostupow prawidlowych trojkatnych, w ktérych suma dlugosci
wszystkich krawedzi jest rowna 12, jest taki, ktéry ma najwigksza objetos¢. Oblicz dtugosci
krawedzi tego graniastostupa i jego objetosc.

Komentarz do zadania

Rozpatrujemy graniastostupy prawidlowe trojkatne. Wprowadz oznaczenia, na przyktad
przyjmij, ze a to dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa i H — wysokos¢ graniastostupa.
Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa jest rowna 12. Wykorzystaj te informacje
1 zapisz zalezno$¢ miedzy krawedzig podstawy 1 wysokos$cig graniastostupa. Wyraz objetos¢
graniastostupa V za pomocg jednej z przyjetych zmiennych: a lub H. W ten sposob otrzymasz
funkcje objetosci graniastostupa. Wyznacz jej dziedzing.

Funkcja ta, niezaleznie od tego, czy wyrazisz jg za pomocg zmiennej a, czy H, jest wielomia-
nem stopnia trzeciego. Oznacza to, ze do wyznaczenia jej wartosci najwiekszej mozesz WyKo-
rzysta¢ rachunek pochodnych. Dla wygody mozesz analizowa¢ funkcje V w dziedzinie, ktora
jest catym zbiorem liczb rzeczywistych (nazwij ja wtedy inaczej, na przyktad f) i dopiero po-
tem ograniczy¢ ten zbidr do dziedziny funkcji V. Ostatecznie oblicz wymiary graniastostupa
0 najwigkszej objetosci i te najwicksza objetosé.
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Zadanie 91.

Funkcja f(x)=12x—x* jest okreSlona dla wszystkich liczb rzeczywistych. W przedziale
(=1,2) funkcja f

A. jest rosngca.

B. jest malejaca.

C. ma doktadnie jedno ekstremum lokalne.

D. ma dokladnie dwa ekstrema lokalne.

Komentarz do zadania

Jezeli funkcja jest rozniczkowalna, to dla wyznaczenia jej przedzialbw monotoniczno$ci
I ekstreméw lokalnych korzystamy z pochodnej tej funkcji. Czy pamigtasz, jaki jest zwigzek
monotonicznosci funkcji w przedziale ze znakiem jej pochodnej w tym przedziale?

Oblicz pochodna funkcji f:
f'(x) =12-3x% =3(2—x)(2+X)

f'(x)>0 w przedziale (-2,2).

W szczegdlnosci w przedziale (—1,1) pochodna jest dodatnia, czyli funkcja w tym przedziale
jest rosnaca.

Zadanie 92.
4 4

Granica lim ((2X+£3 ((§X+:32 jest rowna

X—>—00 X+ — X_
A. 0 B. 1 C. g D. +o

3 13
Zadanie 93.
x* —4

Oblicz granice lim ————.
S 2 3 + 4x—12

Zadanie 94.

) ] bx
Jesli a=0, lim——L——2-
esli a= 0, granica XL n (ax)z— (bX)Z

A -1 B.0 C.1 D. 2

jest rowna 2 dla parametru b rownego
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Zadanie 95.

Funkcja f , ktorej dziedzing jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, jest okreslona wzorem
f (x) =—2x%+3x*. Funkcja f jestrosngca w przedziale

A. (- 0;0) B. (0;1) C. <1;g> D. <g;+ooj

Zadanie 96.
Funkcja f(x) = %X3 — 4%+ 2 ma maksimum w punkcie

A X=-2 B.x=0 C.x=2 D. x=4

Zadanie 97.

Rozwazmy wszystkie ostrostupy prawidtowe szesSciokatne, w ktorych suma dlugosci krotszej
przekatnej podstawy i wysokosci ostrostupa jest rowna 9. Wyznacz dtugos¢ krawedzi pod-
stawy tego z rozwazanych ostrostupow, ktorego objetos¢ jest najwigksza. Oblicz te najwick-
sz3 objetosc.
Zadanie 98.

Wykaz, ze réwnanie 2x* —3x* —5=0 ma w przedziale (2,3) dokfadnie jedno rozwiazanie.

Zadanie 99.
Wielomian f jest dany wzorem f(x)=3x* —4kx® + 6x* —12kx z parametrem rzeczywistym k.
Wyznacz wszystkie wartosci K, dla ktorych funkcja f jest rosnagca w przedziale <2, + OO) i nie

jest rosngca w zadnym przedziale postaci <a, + oo) dlaa<2.

Zadanie 100.

X+1

Funkcja wymierna f jest dana wzorem f(x)=—————
X°+2X+2

. Wyznacz warto$¢ najmniejsza

i warto$¢ najwieksza, jakie ta funkcja przyjmuje dla argumentow z przedziatu <— 3, 1> .
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2. Komentarze do zadan

2.1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne.
Réwnania i nierdbwnosci

Zadanie 5.

Skorzystaj ze wzoru na zamian¢ podstawy logarytmu, aby zapisa¢ liczb¢ log, 9 jako loga-
. log,9 1

rytm o podstawie 2: log, 9 = 9.7 _ 2 log, 9 =log, 3. Mozesz teraz wyznaczy¢ sume loga-

2

rytméw: log, 3+log, 6 =1log,18.

Zadanie 6.

Zauwaz, ze wszystkie logarytmy maja inne podstawy. Zastosuj wzor na zmian¢ podstawy
logarytmu. Jesli nie wiesz, w ktorym logarytmie, to podpowiem, ze wystarczy zamieni¢ loga-
rytm o podstawie 4 na logarytm o podstawie 5.

Jaki jest zwigzek miedzy log, b oraz log, a?

Zadanie 7.

Liczba, ktorej wartos¢ chcesz obliczy¢, zapisana jest w postaci potegi podniesionej do potegi.
Wykorzystaj wzor na potege potegi i zapisz te liczbe w innej postaci: (27)"’927: 2% Na-
stepnie, wykorzystujac wzor na logarytm potegi, przeksztat¢ wyktadnik tej potegi do postaci
2"°%7" Skorzystaj z wlasnosci logarytmu a"°*® =b i podaj wynik (27)'0927= 7.

Zadanie 8.

Oznacz przez X jedna z trzech szukanych liczb catkowitych (np. najmniejsza) i zapisz row-
nanie wielomianowe wynikajace z tresci zadania. Wyznacz rozwigzania tego rownania, np.
rozkladajgc wielomian na czynniki metoda grupowania. Podajac odpowiedz, pamietaj, ze
szukane liczby maja by¢ catkowite.

Zadanie 9.

Jak zapiszesz wielomian, jezeli znasz wszystkie pierwiastki tego wielomianu i liczba pier-
wiastkOw jest rowna stopniowi wielomianu?

Wykorzystujac fakt, ze wielomian x* —2x +1 mozna zapisaé w postaci
x® —(a+b+c)x? +(ab+bc+ca)x—abc,
napisz, co mozna powiedzie¢ o wyrazeniach postaci:
a+b+c,ab+bc+ca, abc.

Czy znajac wartosci tych wyrazen, mozesz wyznaczy¢ warto$¢ poszukiwanego wyrazenia

a’+b*+c??

Uwaga: Zadanie mozesz takze rozwigza¢ poprzez wyznaczenie pierwiastkoéw wielomianu
3

X" —2x+1.
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Zadanie 10.

Sktadniki zawierajace niewiadomg X zapisz po jednej stronie rownania i wylgcz X przed na-
wias. Z otrzymanej rownosci wyznacz X. Dla jakich warto$ci parametru K nie mozesz wyko-
na¢ niezbednego dzielenia 1 jaka posta¢ przyjmuje wyjsciowe rownanie dla tych wartosci pa-
rametru?

Zadanie 11.

Wykorzystaj fakt, ze dla a>0rdéwnanie |X| =a jest rownowazne alternatywie rownan X=a
lub x=-a i zapisz podane rownanie w postaci alternatywy dwoch takich rownan, zeby
W kazdym z nich symbol wartosci bezwzglednej wystepowat tylko jeden raz.

Zwr6¢ uwagg, ze dla a <0 rownanie |X| =a nie ma rozwigzan.

Mozesz tez naszkicowa¢ wykres funkcji okreslonej wzorem f(X)=HX+3|—4‘ i odczytac

Z niego, ile jest argumentoéw tej funkcji, dla ktorych przyjmuje ona wartos¢ 5.

Zadanie 12.

Sprobuj na poczatek usunaé wewnetrzng warto$¢ bezwzgledng po lewej stronie. Jak bedzie
wygladato rownanie, gdy X >1? A jak, gdy x <1? Pamigtaj tez o tym, ze gdy |a|5b]|, to
a=bluba=-b.

Mozesz réwniez rozwigzac¢ zadanie graficznie, rysujac wykresy lewej i prawej strony rowna-
nia.

Zadanie 13.

Wyznacz te warto$ci zmiennej, dla ktorych warto$¢ 0 przyjmuja wyrazenia ,,pod modutem”,
tzn. te, dla ktorych 2x—2 =0 oraz x=0. Otrzymane liczby dzielg o$ liczbowa na trzy prze-
dzialy. Twoim zadaniem jest rozwigza¢ zadang nierd6wno$¢ w kazdym z tych przedziatow.

Zauwaz, ze np. w przedziale (—oo, 0) wyrazenie 2X—2 przyjmuje wartoéci ujemne, zatem
|2X - 2| =—(2x—-2). Podobnie |x| = —x. Rozwigz nieréwnos¢, ktorg otrzymate$ po usunieciu
symbolu warto$ci bezwzglednej. Pamigtaj jednak, ze wcigz rozwazasz t¢ nierdwnos¢ w prze-
dziale (—oo, 0).

Podobnie musisz postapi¢ w kazdym z dwoch pozostatych przedziatow.

Rozwigzaniem sg wszystkie rozwigzania otrzymane w kazdym z trzech analizowanych prze-
dziatow (suma otrzymanych zbioroéw).

Zadanie 14.

Rozpatrz odpowiednie przypadki, ktore wyznaczysz, wyliczajac miejsca zerowe wyrazen
znajdujacych si¢ pod warto$ciami bezwzglednymi. Miejsca zerowe podziela zbior liczb rze-
czywistych na roztgczne ze soba przedzialy. Uwzgledniajac poszczegdlne przedziaty, opusc
warto$ci bezwzgledne, rozwigz nierdéwnosci 1 w kazdym z przypadkéw znajdz czgs¢ wspdlna
rozwigzania nieréwnosci 1 przedziatu, w ktorym byla rozpatrywana. Rozwigzaniem catej nie-
réwnosci jest suma rozwigzan, ktore zostaly uzyskane z poszczegdlnych przypadkéw. Roz-
wigzaniem nierownosci danej w zadaniu powinien by¢ zbior liczb rzeczywistych, co dowodzi,

Ze nierd6wnos¢ |x + 5| + |x — 2| > 7 jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej x .
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Zadanie 15.

Zauwaz, ze korzystajac z wilasnosci wartosci bezwzglednej iloczynu, mozesz zapisaé, ze
‘xz —4‘ =[x—2]-[x+2

, zatem nierOwnos¢ ‘Xz — 4‘ < |X - 2| jest rownowazna nierdwnosci
|X — 2| . |X + 2| < |X - 2|. Po obu jej stronach wystepuje ten sam czynnik: |X - 2| . Mozesz go wy-

taczy¢ przed nawias, otrzymujac nierownos¢é |X - 2| : QX + 2| —1) <0.

Wiesz z pewnos$cig, ze zachodzi nierownosé |X — 2| >0, wigc wystarczy wyznaczy¢ rozwigza-

nie nierdéwnosci |X+2|—1< 0, czyli |X+2| <1.

Zadanie 16.
Mozesz obliczy¢ pierwiastki trojmianu 5x° +4x—3 za pomoca wzoréw, ale mozesz tez wyko-
. e . L, b C
rzysta¢ wzory Viete’a na sume 1 iloczyn pierwiastkoOw: X +X,=-—, X -X,=—. Otrzymasz
a a

W ten sposob proste wyrazenie zawierajace tylko wspotczynniki trgjmianu.

Zadanie 17.

. , . C . .
Skorzystaj ze wzorow Viéte’a: X +X,=—— o0raz X,-X, =—. Poniewaz X, +X, =2XX,, t0
a a

-b=2c.

o . 2C 2c
Zauwaz, ze warunek b=2Coznacza, ze —— =X +X, =2%X, =—, skad mamy c=0,
a a

wbrew zatozeniu. Podobnie warunek €=2b implikuje réwnosé _b =X +X, =2XX, = 4b ,
a a

skad wynika b=0 i w konsekwencji ¢=0, wbrew zatozeniu. Wreszcie warunek 2b=—C
prowadzi do réwnos$ci b X, + X, =2XX, = —4—b, skad mamy b=0 i w konsekwencji
a a

¢ =0, wbrew zatozeniu.

Zadanie 18.

Zacznij od sprawdzenia, czy rownanie z zadania zawsze jest rOwnaniem kwadratowym. Od-
powiedz brzmi: nie, a zatem zacznij od analizy, co si¢ dzieje, gdy rownanie jest liniowe.

Dla m=0 rownanie jest kwadratowe. Sprobuj je przeksztalci¢ do innej postaci. Czy mozna
zrobi¢ tak, aby wyrazenia zawierajace niewiadome byty tylko po jednej stronie réwnania,
a wyrazenie z parametrem tylko po drugiej stronie réwnania?

Jezeli udato ci si¢ wskazac takg postac, to zadanie moze dac si¢ rozwigzac z uzyciem wykre-
su. Zatem narysuj wykres funkcji o zmiennej x w zadanej dziedzinie.

Czy wiesz juz, jak okresli¢ liczbe rozwigzan zadania w zalezno$ci od tego, ile razy prosta
pozioma przetnie wykres funkcji kwadratowej zmiennej x?

Zapisz stosowne nieréwnosci, opisujace liczbe takich przecig¢ w zaleznosci od wartosci pa-
rametru m.
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Zadanie 19.

Zauwaz, ze wykres funkcji f przecina prosta o réwnaniu y =—x+1 w dwoch punktach, gdy
rownanie (m—1)x? —2x-m+1=—x+1 ma dwa rozwiazania. Czy zawsze bedzie to rdwna-
nie kwadratowe? Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych rozwazane rownanie
ma dwa rozwigzania. Jaki warunek musi by¢ spetniony, aby rozwigzania X,, X, tego rowna-

nia miaty przeciwne znaki? Mozesz wykorzysta¢ wzor Viete’a. Rozwiaz otrzymang nierow-
nos$¢. Teraz pozostaje zapisac¢ zbior wszystkich szukanych wartosci parametru m.

Zadanie 20.

Korzystajac ze wzorow Viete’a, podang sume uzaleznij od iloczynu i sumy pierwiastkow
roOwnania. Otrzymane wyrazenie przedstaw w postaci iloczynu. Poniewaz przedstawia on
liczbe, ktdra nie jest ztozona, to jeden ze sktadnikow musi by¢ rowny 1 lub —1. Stad wyzna-
czysz pierwiastki rownania. Na tej podstawie uzasadnij, ze jednym z nich jest liczba 2.

Zadanie 21.
Przenie§ wszystkie wyrazy nieréwnosci na jedng stron¢ i zapisz lewa strone nieréwnosci
w postaci uporzadkowanego tréjmianu kwadratowego z niewiadoma X i parametrem m (moz-

na tez odwrotnie). Zauwaz, ze wspotczynnik trojmianu przy x° jest dodatni. Kiedy tréjmian
kwadratowy przyjmuje nieujemne wartosci dla dowolnych argumentéw? Zapisz odpowiedni
warunek 1 wykaz, ze zachodzi on dla dowolnej liczby rzeczywistej m.

Zadanie 22.

Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian x—2 jest rowna f(2). Jakie musi by¢ a, aby
ta reszta byta rowna 3?

Zadanie 23.

Wykorzystaj fakt, ze reszta z dzielenia (dowolnego) wielomianu W przez dwumian ax+b

jest rowna W(— Ej (wynika to z twierdzenia Bezouta). Zatem reszta z dzielenia przez 2x+4
a

jest rowna W(—2). Ale wielomian W skiada si¢ tylko z parzystych poteg zmiennej X, wigc
W(-2)=W(2) = 2014

Zadanie 24.

Wielomian W jest podzielny przez dwumian 2x+1. Czy na tej podstawie mozesz wskazac
pierwiastek tego wielomianu? Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian x—2 jest
réwna 105. Jakg warto$¢ przyjmuje wiclomian W dla argumentu 2 ? Korzystajac z tych in-
formacji, zapisz uktad dwoch rownan z niewiadomymi a i b. Nast¢pnie oblicz wartosci a
i b oraz wstaw je do wzoru, ktérym okres$lony jest wielomian W . Rozt6z ten wielomian
na czynniki np. metodg grupowania, a nastepnie wyznacz jego pierwiastki.
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Zadanie 25.

Z pewnoscig widzisz, co nalezy podstawi¢ w miejsce a, aby skorzysta¢ z podanego wzoru do
przeksztatcenia wyrazenia po prawej stronie rdwnania — oczywiscie a = X. Jaka warto$¢

3
bedzie miata liczba b? Jesli jeszcze tego nie widzisz, to zapisz w innej postaci liczbe (\/E ) :

Teraz juz mozesz skorzysta¢ z podanego wzoru. Zauwaz, ze po obu stronach réwnania wyste-
puje takie samo wyrazenie — mozesz je wylaczy¢ przed nawias jako wspolny czynnik.
Otrzymujesz iloczyn wyrazenia liniowego przez trojmian kwadratowy. Pozostaje obliczy¢
pierwiastki kazdego z nich.

Zadanie 26.

Zauwaz, ze wyrazenie w drugim nawiasie jest sumg wyrazenia, ktore znajduje si¢
W pierwszym nawiasie, i liczby 2. Oznacz jedng litera, np. t, to powtarzajace si¢ wyrazenie
| raz jeszcze zapisz rOwnanie, ale zamiast powtarzajgcego si¢ wyrazenia zapisz wprowadzong
liter¢ — wykonujesz tak zwane podstawienie. Teraz rozwigz otrzymane rownanie z niewia-
doma t. Obliczytes w ten sposob wszystkie wartosci, jakie moze przyjac t. Dla jakich x wyra-
zenie, ktore oznaczytes litera t, przyjmuje obliczone warto$ci?

Zadanie 27.

Rozpocznij od obliczenia pierwszych wspotrzednych punktow wspolnych wykreséw funkcji

f 1 w. W tym celu zapisz rownanie, ktore trzeba rozwigzac, i przeksztal¢ je do postaci:
x* —6x°+8x*+6x—-9=0. Rozléz lewa strong rownania na czynniki (zauwaz, ze
8x* =9x® —x%) i wyznacz jego rozwigzania. Teraz pozostaje odczytaé rozwigzanie nierow-
nosci z rysunku.

Zadanie 28.

Jezeli wielomian W jest podzielny przez dwumian %x + 2, to jaka liczba jest jednym z jego

miejsc zerowych?

Po podzieleniu wielomianu W przez dwumian Ex+2 otrzymasz pewien wielomian Q. Po-

zostate miejsca zerowe wielomianu W s3 miejscami zerowymi wielomianu Q. Rozt6z wie-
lomian Q na czynniki (np. metoda grupowania) i wyznacz jego miejsca zerowe.
Zauwaz, ze wykres wielomianu W (X +2) powstaje przez przesunigcie wykresu wielomianu

W o dwie jednostki w lewo — mozesz naszkicowaé ten wykres. Jakie miejsca zerowe ma
wielomian W (x+2)? Odczytaj z naszkicowanego wykresu zbidr rozwigzan nierdéwnosci

W(x+2)>0.

Zadanie 29.

Zacznij od przeksztatcenia wzoru funkcji g: wyznacz warto$¢ funkeji f dla k oraz dla k-2
(skorzystaj ze wzoru na szeScian roéznicy). Aby ustali¢, dla jakiego k funkcja g przyjmuje war-
to$¢ 80, rozwiagz rownanie wielomianowe k° +6k? —12k +8=80 (pomocne bedzie grupo-
wanie wyrazow).
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Zadanie 30.

Z wtasnos$ci funkcji kwadratowej wynika, ze —23 =4. Ponadto f(4)=-22. Korzystajac
a

z tych informacji, mozesz obliczy¢ a i b.

Podstaw a i b do danego rownania. Teraz pozostaje wyznaczy¢ jego rozwigzania — mozesz
np. wykorzysta¢ podane rozwigzanie 1 podzieli¢ wielomian przez odpowiedni dwumian.

2.2. Funkcje

Zadanie 35.

Przyjmij, ze szukana funkcja f ma posta¢ f (x) = ax® + bx +c . Przyjrzyj si¢ wykresowi funk-
cji g(x) =k - f(x). Miejscami zerowymi funkcji g sa liczby -2 1 3. Skoro funkcja g jest ilo-
czynem pewnej stalej liczby Kk i funkcji f, to jakie miejsca zerowe begdzie miata funkcja f ?
Napisz posta¢ iloczynows funkcji f.

Nastepnie zapisz funkcje h(x) = f (kx) w postaci ogélne;j.

Oczekiwany wzor funkcji to h(x) = f (kx) = a(kx)® +b-kx+c . Ktory wspotczynnik funkcji f
nie ulegl zmianie? Jakie jest znaczenie wspotczynnika ¢ we wzorze funkcji kwadratowej? Na
pewno wiesz, ze wykres kazdej funkcji kwadratowej przecina o$ Oy w punkcie (0, c).

Teraz z wykresu funkcji h(x) = f (kX) odczytaj wspotrzedne punktu przeciecia paraboli z osig
Oy. Na pewno potrafisz juz odpowiedzie¢ na pytanie, w jakim punkcie wykres funkcji f prze-
cina 0§ Oy. Wykorzystaj wspotrzedne tego punktu oraz posta¢ iloczynowa funkcji f i napisz
jej wzor.

Zadanie 36.

Zauwaz, ze €0S88° = cos(90° —2°) =sin2°. Czy mozesz liczbe 1 wyrazi¢ za pomoca warto-
Sci funkcji trygonometrycznych tego samego kata? Dalej zastosuj wzory skroconego mnoze-

nia. Czy mozesz skroci¢ otrzymane wyrazenie? Teraz podziel licznik 1 mianownik wyrazenia
o

jako warto$¢ jednej funkcji trygonometrycznej?

o

. . , S
przez cos2°. Czy mozesz zapisa¢
co

Zadanie 37.

Mozesz skorzystaé z tego, ze jezeli funkcja y = f(x) ma okres t, to funkcja y = f(cx), gdzie

c>0, ma okres L Okresem funkcji f(x)=sinx jest np. t=27, wigc okresem funkcji
C

f(x):sin(g Xj jest %27: =3x. Tylko funkcja, ktorej wykres jest przedstawiony na rysun-

ku B, spetnia ten warunek.

.. . (2 . .
Mozesz tez zauwazy¢, ze warto$¢ funkcji f(x)= sm(g xj dla argumentu x =7 jest dodatnia,
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gdyz f(;z-): Sin(g 71') >0. Tylko funkcja, ktérej wykres jest przedstawiony na rysunku B,

ma dla argumentu X =z warto$¢ dodatnig, wigc poprawng odpowiedzig moze by¢ tylko B.

Zadanie 38.

Wykorzystaj okresowos$¢ funkcji trygonometrycznych sin, cos i1 tg i zastap wartos¢ kazdej
z funkcji trygonometrycznych sin, cos, tg dla argumentu 32%-7: wartos$cig tej samej funkcji
dla argumentu nalezacego do przedziatu <O,%>. Wystarczy teraz pordwnaé te wartosci ze

sobg.

Zadanie 39.
Zgodnie z tre$cig zadania sporzadz w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkcji

f(xX)=cosx oraz g(x) :cos(% xj. Czy wiesz, jak na podstawie wykresu funkcji f naryso-
waé  wykres funkcji g? Najpierw nalezy wyznaczy¢é okres podstawowy funkcji

g(x) =Cos[% X). Jesli nie wiesz, jak to zrobi¢, to przypomng, ze okresem podstawowym

funkcji y = cos(ax) jest liczba 2—7[ oczywiscie gdy a=0. Zapewne okres otrzymanej przez
a

ciebie funkgcji jest dwukrotnie wigkszy niz okres funkcji cosinus. Oznacza to, ze wykres funk-
cji cosinus nalezy dwukrotnie ,,rozciagnac” wzdhuz osi Ox. Punktem wykresu, Ktory nie
zmieni potozenia, jest (0,1). Jak teraz na podstawie wykreséw funkcji f i g rozwigza¢ rowna-
nie f(x)=g(x)? Nalezy odczyta¢ z uktadu wspotrzednych argumenty, dla ktorych obie

funkcje osiggaja te samg wartos$¢, czyli argumenty punktdw przecigcia si¢ tych wykresow.

Nastgpnym etapem jest algebraiczne rozwigzanie rownania COS X = COS EX . Skorzystaj ze

wzoru na rdznice cosinuséw 1 zapisz rownanie w postaci iloczynowej. Pamietaj o okresowosci
funkcji y =sinx. Zapisz odpowiedZ w najprostszej postaci. Czy w metodzie graficznej i al-

gebraicznej udato ci si¢ otrzymac ten sam zbior rozwigzan?

Zadanie 40.

Najpierw warto skorzysta¢ ze wzoru na sinus podwojonego kata. Jesli po jego zastosowaniu
wylaczysz przed nawias wyrazenie COSX, t0 zauwazysz z pewnos$cig wyrazenie, ktore jest
wspolnym czynnikiem pozwalajacym zapisa¢ rOwnanie w postaci iloczynowe;.

Funkcja cosinus przyjmuje wartos¢ —1 tylko jeden raz w okresie. Uwzgledniajac okresowos¢
tej funkcji, otrzymujemy rozwigzanie rownania €0S X = —1; sg to liczby postaci x =z + 2k~ .
Tylko dla dwoch catkowitych wartosci k liczby takiej postaci naleza do przedzialu

Xe <— T, 7r> . Dla ktorych?

Funkcja sinus przyjmuje warto$¢ — > dwa razy w okresie, w szczeg6lnosci dla — s oraz dla
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72'—(— %j Uwzgledniajac okresowos¢ tej funkcji, otrzymujemy rozwigzanie; sg to liczby

postaci x = —% +2kz oraz x = [72' - (— %D + 2k7 . Tylko dwie liczby takiej postaci nalezg

do przedziatu <— T, 7r> . Ktore?

Zadanie 41.
Zapisz warunki, ktore musi spetnia¢ sin 2« , aby réwnanie (x2 —sin 2aXx—1)= 0 miato trzy

rozwigzania. Kiedy rownanie x° —sin2a =0 ma dwa rézne rozwigzania? Kiedy te rozwigza-
nia sg r6zne od 1?

Zadanie 42.

W rownaniach 1 nieréwnos$ciach trygonometrycznych wygodniej jest operowac funkcjami
tego samego argumentu, zacznij wiec od wyrazenia C0OS 2X za pomoca cos X. Otrzymasz nie-
réwnos¢, w ktorej niewiadomg jest cos X. Dla utatwienia zapisu mozesz ja oznaczy¢ nowa
literg, np. t. Rozwigz t¢ nierdéwnos¢ (to nierownos¢ kwadratowa). Okaze si¢, ze nierownos¢

jest prawdziwa, gdy —% <cosx <1. Pozostaje ustali¢, dla jakich wartosci x ten warunek jest

spelniony. Warto pamietaé, ze cosinus jest funkcja okresowa, ktora w pewnych przedziatach
jest rosngca, w innych malejaca.

Zadanie 43.

Zauwaz, ze podane rownanie jest rownowazne pewnej alternatywie rownan. Korzystajac
Z tego, jakie wartosci przyjmuja cosX i sin® x  ustal, ile rozwigzan ma kazde z nich dla r6z-
nych wartosci a (rozpatrz przypadki: a<0, a=0, a<(0,1), a=1, a>1). Pamigtaj, by przy
zliczaniu tagcznej liczby rozwigzan uwzgledniaé to, ze mogg si¢ one powtarzac.

2.3. Ciagi

Zadanie 47.

Zauwaz, ze nie mozesz bezposrednio skorzysta¢ z twierdzenia o granicy roznicy ciggow, gdyz
o , : n’+3n n“+7n . . : , :

ciagi okreslone wzorami a, = = nie sg zbiezne do granicy skonczone;.

n+2 " " n+21
Wystarczy jednak wykona¢ dziatania na utamkach 1 zapisa¢ ro6znice tych ciagdéw w postaci
jednego utamka algebraicznego. Teraz mozesz zapisa¢ otrzymany utamek, np. dzielac jego
licznik 1 mianownik przez najwieksza potege, w jakiej zmienna n wystepuje w mianowniku
(wtedy utamek nie zmienia wartosci). Mozesz teraz wykorzysta¢ twierdzenia o dziataniach na
granicach ciggéw zbieznych do granic skonczonych.
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Zadanie 48.

3 2 2

. . .. n’-n . ... n
Zauwaz, ze lim— =400 i lim
et +1 = N+3

0 dzialaniach na granicach ciggdéw zbieznych. W takiej sytuacji nalezy zapisaé wzor na wyraz
og6lny ciggu w innej postaci. Czy wiesz, w jakiej? Jezeli nie, to zapisz wyrazenie
n°-n* n’

n“+1 n+3
Teraz juz mozesz oblicza¢ granice. Jezeli nie wiesz, jak to zrobi¢, wylacz z licznika
I z mianownika n w najwyzszej potedze, a potem upro$¢ utamek. Oblicz granice, pamigtajac

=+o0, wigc nie mozemy korzysta¢ z twierdzen

w postaci ilorazu dwoch wielomiandw (sprowadz do wspolnego mianownika).

. L 11
0 tym, Ze granicg ciggdw postaci —, —- itd. jest liczba 0.
N n

Zadanie 49.

Aby obliczy¢ sume szeregu geometrycznego (zbieznego), musisz znaé jego iloraz. Kazdy
Zz wyrazOw ciggu geometrycznego mozna wyrazi¢ za pomocg pierwszego wyrazu i ilorazu
ciggu, podobnie jest z sumg pierwszych trzech wyrazow. Utd6z zatem rownanie opisujace wa-

. . . , 7 :
runek zadania (suma pierwszych trzech wyrazow jest rowna Z\/E ) za pomoca a, oraz ilorazu

g i oblicz mozliwe warto$ci (. Pamigtaj, ze szereg geometryczny o ilorazie q jest zbiezny (do
skonczonej granicy) wtedy i tylko wtedy, gdy | q|<1.

Zadanie 50.

Szescian o krawedzi dlugosei x, ma przekatng rowna ~/3x,, za$ przekatna jego $ciany ma
dlugos¢ /2x,. Zapisz dtugosci krawedzi kolejnych sze$ciandw zgodnie z regulg opisana
W tresci zadania. Jaka jest zalezno$¢ pomiedzy krawedzia x, a krawedzia x,, a jaka migdzy
krawedziami x, 1 x,? Na pewno udato ci si¢ zauwazy¢, ze tworza one nieskofczony ciag

geometryczny. Podaj pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu. Twoim zadaniem jest obliczenie
sumy dtugosci krawedzi wszystkich szescianow, czyli x, + X, + X; +... . Zauwaz, ze suma ta

jest szeregiem geometrycznym. Oblicz sume, pamigtajac o sprawdzeniu warunku zbieznosci
szeregu geometrycznego.

2.4. Geometria

Zadanie 55.

Rysunek przedstawia okrag opisany jednoczesnie na dwdch czworokatach. Ile wynosi suma
miar przeciwlegtych katow w czworokacie wpisanym w okrag? Napisz rownania wynikajace
z twierdzenia o czworokacie wpisanym w okrag: S+ B+20° =180°, o + £ =180°. Otrzymane
rownania pozwola Ci obliczy¢ miary katow « =100 i B =80°. Nastepnie oblicz warto$¢
wyrazenia 2« — f8=120°. Pomocny w rozwigzaniu moze by¢ wzor sin(180° —¢) =sing. Za-
tem

sin(2a — B) =sin120° = sin(180° - 60°): sin60° = ? :
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Zadanie 56.

W obliczeniach pomocne bedzie twierdzenie cosinuséw. Aby z niego skorzysta¢, najpierw
wyznacz cos ZABC . Zauwaz, ze mamy dwie mozliwos$ci. Dla kazdej z nich oblicz dtugosé¢
boku AC oraz dtugo$¢ R promienia okregu opisanego na trojkacie ABC (mozesz wykorzystaé
twierdzenia sinus6w). Czy wiesz, jakiego wzoru na pole trojkata nalezy uzy¢ do wyznaczenia
dhugosci r promienia okregu wpisanego w trojkat ABC? W kazdym przypadku oblicz stosu-
nekR:r.

Zadanie 57.

Zauwaz, ze W trapezie opisanym na okregu sumy dlugosci jego przeciwleglych bokow sa
rowne. Tak wigc, aby obliczy¢ obwdd trapezu, wystarczy wyznaczy¢ dlugos$¢ jednego z jego
ramion (wiemy bowiem, ze |AD| = |BC|). Wtedy obwod trapezu bedzie réwny 4|AD|. Mo-
zesz obliczy¢ dhugos$¢ ramienia AD, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie prosto-
katnym o przyprostokatnych dtugosci /91 (Srednica danego okregu) i 3 (potowa rdznicy
dlugos$ci podstaw trapezu).

Znajac dlugo$¢ ramienia trapezu, obliczysz jego obwod.

Zadanie 58.

Rozpocznij rozwigzywanie zadania od obserwacji, ze pewne katy czworokata wpisanego
w okrag sa ze sobg powigzane. Przydatne bedzie oznaczenie pewnego charakterystycznego

kata, np. |<ICDB| =a. W zaleznosci od miary kata CDB mozna zapisa¢ miary katow: DBC,
DAC i BAC.

Jak mozesz obliczy¢ promien okrggu opisanego na czworokgcie? Tak samo, jak promien
okregu opisanego na trojkacie, ktorego trzy wierzchotki sg wierzchotkami danego czworoka-
ta. Jakich twierdzen mozesz uzy¢ do obliczenia promienia okregu opisanego na trojkacie?
Jakie wielkosci muszg by¢ ci znane?

Przyda¢ si¢ do tego moze twierdzenie sinusdw. Wystarczy np., Ze poznasz miar¢ kata CBD
i dlugos¢ odcinka CD. Jak to zrobi¢? Zwrd¢é uwage na to, ze odcinki DC i DB sg rowne,
a katy DAC i DAB sg uzaleznione tylko od miary kata CDB.

Jezeli mamy dwie niewiadome: miare kata CBD i1 dlugos¢ odcinka CD, to mozesz utozy¢
ukfad réwnan z tymi dwiema niewiadomymi. Jakie to réwnania? Mozesz wykorzysta¢ np.
dwa trojkaty ADB i DAC oraz twierdzenie cosinusow.

Zadanie 59.

Korzystajgc z tego, ze pole trojkata CFG jest rowne sumie pol trojkatow ADG i BEF, ustal
zalezno$¢ migdzy odcinkami DE i EB. W tym celu poprowadZ wysokos$¢ w trojkacie CFG
I uwzglednij przy tym zalezno$¢ migdzy trojkatami ADG, BEF i CFG (podobienstwo i przy-
stawanie). Korzystajac z trojkata BDG, wyznacz tangens kata DBG. Uzaleznij kat ostry, pod
jakim przecinajg si¢ odcinki DF i BG od kata DBG i kata, jaki przekatna DF kwadratu tworzy
z podstawa DE.
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Zadanie 60.

Zauwaz, ze odcinki OC i OB zawierajg si¢ w dwusiecznych katoéw DCB i ABC danego trape-
zu. Dlaczego suma miar tych katow jest rowna 180°? W jaki sposob ta informacja i fakt, ze
odcinki OC i OB sg dwusiecznymi odpowiednich katow, pozwalajg ci obliczy¢ miar¢ kata
BOC?

Jakie jest potozenie odcinka OP wzgledem boku BC? Jesli wiesz, to rozumiesz takze, czym
jest odcinek OP dla trojkata BOC. Teraz juz mozesz skorzysta¢ z twierdzenia, ktore kwadrat
dhugosci odcinka OP pozwala wyraza¢ poprzez iloczyn dtugosci odcinkéw, na ktore podzielit

on bok BC. Jak dlugo$¢ boku AD ma sie do |OP| ? Teraz przypomnij sobie wtasno$¢ czworo-

kata opisanego na okregu i wyraz caty jego obwod za pomoca p i g.

Zadanie 61.
W zadaniu mozna odszukac¢ kilka par prostych réwnolegtych. Jak je mozesz wykorzystac?
Z jakimi twierdzeniami kojarza si¢ proste rownolegte?

Oczywiscie, chodzi o twierdzenie Talesa, ale mozesz tez dostrzec trojkaty podobne. Wypisz
pary trojkatéw podobnych. Ktére pary nalezy wybra¢ do rozwigzania? Jezeli nie wiesz,
sprawdz, jakie odcinki wystepuja w tezie zadania. Wykorzystaj pary trojkatow, w ktorych
wystepuja te odcinki.

Jakie proporcje migdzy odcinkami mozesz ulozy¢, wykorzystujac wybrane pary trojkatow
podobnych?

Doprowadz do réwnania, w ktorym wystepuja wylacznie odcinki z tezy zadania. Jak wyzna-
czy¢ zwigzek miedzy odcinkami AB i CD? Czy mozesz przyjaé, ze jedna wielkos$¢ jest
zmienng, a druga dang i w ten sposdb wyznaczy¢ zalezno$¢ migdzy nimi?

Czy wszystkie tak wyliczone zaleznosci spetniaja warunki zadania? Wybierz poprawna.

Zadanie 62.

Wygodnie jest przyja¢ oznaczenia jak na rysunku.

s
1
1c

Zwro¢ uwagg na ,,symetrie” dowodzonej rowno$ci. Mozesz wigc oczekiwac, ze nalezy wyko-
nywac tez takie ,,symetryczne” kroki w dowodzie. Jesli np. zastosujesz twierdzenie cosinusow
dla kata o w trojkatach ADC i ABC, uzyskujgc zaleznos$ci migdzy wielkosciami m, a, b, ¢
I COSa, to zastosuj tez to samo twierdzenie dla kata S w trojkatach EBC i ABC. W ten spo-
sOb otrzymasz dwie pary rownosci. Z jednej rownosci wyznacz COS« i wstaw to do drugiej
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rownosci — otrzymasz zaleznos¢ miedzy wielkosciami m, a, b i ¢, w ktorej nie wystapi juz
COS . Analogicznie postap z drugg parg rownosci — otrzymasz zalezno$¢ miedzy wielko-
$ciami n, @, b i ¢, w ktorej nie wystapi cos . Teraz z otrzymanych réwnosci ,,pozbadz” si¢
wielkosci C.

Zadanie 63.

Dorysuj na rysunku odcinek BD. Ktory kat wpisany w okrag o, jest rowny katowi CDB
(i dlaczego?). Wiesz, ze punkty A, B, E sa wspotliniowe. Ktory zatem kat wpisany w okrag o,
jest rowny katowi BAC? Katy EAC i EFC sg oparte na tym samym tuku EC. Jakie majg mia-
ry? Czy oznacza to, ze miary katow EFC i CDB tez muszg by¢ rowne? Z zatozenia wiadomo,
ze miary katow CDB i BFE sg roéwne. Czy wobec tego miary katow BFE i EFC sg rowne? Co
z tego wynika o punktach F, B, C?

Zadanie 64.

Wyznacz wspotczynnik kierunkowy prostej danej w zadaniu. Jaki powinien by¢ wspoétczyn-
nik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty (1, 3) oraz (3, —l), aby mozna bylo
stwierdzi¢, ze punkt (1, 3) spetnia warunki zadania?

Zadanie 65.

Narysuj zbiory okreslone w tre$ci zadania za pomocg nieréwnosci: koto 1 podtptaszczyzng.
Przyjmij oznaczenia, np. niech S bedzie srodkiem okregu (x +1)° +(y +1)* = 25, punkty Ai B

— punktami wspolnymi tego okrggu i prostej y = %X + 2; . Ustal teraz, jaka figura jest czes$é

wspolna danego kota i potptaszczyzny. Czy wiesz, jak nalezy obliczy¢ pole figury F? Jesli
nie, to zauwaz, ze mozesz je wyrazi¢ jako roznicg pola wycinka kota o promieniu r=>5 i ka-
cie ASB oraz pola trojkata ASB. Wyznacz wspotrzgdne punktow A i B przecigcia okregu

(x+1)> +(y+1)* =25 i prostej y = % X + 2;. Jak mozesz wykorzysta¢ wspotrzedne punk-

tow A i B do obliczenia pola trojkata ASB? Czy jest to jaki$ szczegdlny trojkat? Teraz juz ta-
two policzysz zarowno pole trojkata ASB, jak i pole wycinka ASB (jaka czescig kota bedzie
otrzymany wycinek?) i ostatecznie pole figury F.

Zadanie 66.

Korzystajac z podanych rownan okregéw, wyznacz ich $rodki, promienie oraz rOwnanie pro-
stej, do ktorej nalezg. Jaka jest odlegto$¢ migdzy srodkami danych okregow? Jaka jest dtugosé
odcinka AB? Czy mozna obliczy¢ odleglos¢ szukanego srodka tego odcinka od poczatku
uktadu wspotrzednych? Zauwaz, ze srodek odcinka AB lezy na prostej taczacej srodki okre-
gow, zatem jego wspotrzedne muszg spetnia¢ rownanie tej prostej. Czy — wiedzac o tym —
mozna juz wyznaczy¢ wspotrzedne srodka odcinka AB? Moze przydaloby sie tu twierdzenie
Pitagorasa?

Mozesz rowniez — po wyznaczeniu roOwnania prostej taczacej okregi — wyznaczy¢ punkty
A i B przecigcia tej prostej z okregami. Uwzglednij to, Zze maja one leze¢ na tej prostej. Na-
stepnie skorzystaj ze wzoru na wspotrzedne srodka odcinka.
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Zadanie 67.

Zauwaz, ze prosta X =0 nie jest tutaj styczna, wiec kazda z nich mozna przedstawi¢ w postaci
kierunkowej (uwzglednij przy tym to, ze maja one przechodzi¢ przez poczatek uktadu wspot-
rzgdnych). Zamien jg na posta¢ ogolng i skorzystaj ze wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej
— dla prostych stycznych musi by¢ ona rowna promieniowi okregu. Parametr ten mozesz
roOwniez wyznaczy¢, korzystajac z tego, ze uklad réwnan ztozony z réwnania okregu
I rbwnania prostej musi mie¢ jedno rozwigzanie.

Zadanie 68.
Odczytaj z rownan okregow ich srodki 1 promienie. Zauwaz, ze promieniem drugiego z okre-
gow jest liczba I, = |m| , dla m=0. Zastanow sig, kiedy dwa okrggi majg jeden punkt wspol-

ny, czyli sg styczne. Ile jest takich przypadkow? Jaka jest zalezno$¢ pomigdzy odlegtoscia
srodkéw a sumg lub wartoscig bezwzgledng z rdéznicy promieni okregéw stycznych? Podpo-
wiem, ze okregi s styczne zewnetrznie, gdy odleglos¢ ich srodkow jest rowna sumie dlugosci
promieni tych okrggéw, natomiast sa styczne wewnetrznie, gdy odlegtos$¢ ich §rodkow jest
réwna wartosci bezwzglednej z roznicy dlugosci ich promieni. W poszczegdlnych przypad-
kach zapisz warunki stycznosci 1 rozwigz otrzymane w ten sposob rownania. Dla tak obliczo-
nych wartosci m napisz rownania prostych przechodzacych przez $rodki okregow.

Zadanie 69.

Przyjmij, ze $rodek odcinka AB ma wspotrzedne C = (X, y) . Zapisz zwigzek pomigdzy wspot-
rzednymi punktu B oraz punktu C. Wiesz, ze punkt B nalezy do okregu o podanym rownaniu.
Wykorzystaj ten fakt i uzasadnij tezg.

Zadanie 70.

Najpierw uzasadnij, ze promien okrggu nie moze by¢ wiekszy od przyprostokatnej trojkata.
Oznacza to, ze okrag dzieli trojkat na dwie figury, z ktérych jedna jest wycinkiem kota
0 szukanym promieniu i kacie ACB (miar¢ kata mozesz ustali¢ z whasnosci podanego trojka-
ta). Wyznacz pole trojkata i zapisz wzor na pole wycinka kota. Zgodnie z tre$cig zadania pole
wycinka jest rowne polowie pola trojkata. Stad wyznaczysz promien. Wystarczy juz tylko, ze
skorzystasz z rGwnania okregu o danym $rodku i promieniu.

Zadanie 71.
Narysuj proste KL i LM w uktadzie wspotrzednych. Zauwaz, ze odcinki KL i KM sg przypro-
stokatnymi trojkata KLM.

Mozesz zapisa¢ rownanie prostej KM w postaci y = > X+b.

Zapisz wzor na pole tego trojkata. Wiesz, ze jego pole jest rowne 13.

W jaki sposob mozesz zapisa¢ dlugosci odcinkow KL i LM? Zauwaz, ze odcinek KL jest row-
ny odlegtoséci punktu M od prostej KL, a dtugo$¢ KM jest rowna odlegtosci punktu M od pro-
stej KL. Skorzystaj ze wzoru na odlegtos¢ punktu od proste;.

Jak mozesz zapisa¢ dtugosci danych odcinkow, tak by w zapisie wyrazen wystepowala tylko
zmienna b?

Otrzymane wyrazenia podstaw do wzoru na pole trojkata. W ten sposob obliczysz wartosc b,
a to pozwoli wyznaczy¢ rownanie prostej KM.
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Zadanie 72.

Zapisz warunek prostopadtosci dla danych prostych w postaci ogolnej i zauwaz, ze zmienng a
mozesz wylaczy¢ przed nawias. Otrzymane rdwnanie ma dwa rozwigzania. Jakie? Sprawdz,
ze dla jednego z tych rozwigzan odpowiednie proste nie tworzg trojkata (dwa boki bylyby
wowczas rownolegle).

Dla otrzymanego rozwigzania (odpowiedniej wartosci parametru) zapisz rownania obu pro-
stych. Jakie sg wspotrzedne punktéw wspolnych tych prostych i osi Oy? Sprawdz, ze odle-
glos¢ tych punktow, ktora jest dtugoscig podstawy odpowiedniego trojkata, jest réwna

4a+ﬂ

a

Zapisz 1 rozwiagz uktad réwnan tych prostych. Sprawdz, ze jedynym jego rozwigzaniem jest
punkt (4, 0).
4

4a+—
a

Czy fakt, ze parametr a przyjmuje, zgodnie z trescig zadania, tylko warto$ci dodatnie, pozwa-
la uprosci¢ zapis rownania? Pomndz obie strony roéwnania przez a i rozwiaz otrzymane row-
nanie kwadratowe.

Zauwaz, ze warunki postawione w tresci zadania prowadza do rdwnania 3 -4=20.

Zadanie 73.

Zauwaz, ze prosta styczna do okregu ma z nim doktadnie jeden punkt wspdlny. Ustal teraz,
dla jakich k i | prosta y = kx+1 ma jeden punkt wspolny z okregiem (x —k)* +(y —1)* = m2.
Aby wyznaczy¢ ten punkt, mozesz rozwigza¢ uktad rownan (réwnanie prostej i roOwnanie
okregu). Po przeksztalceniu otrzymasz réwnanie kwadratowe z niewiadomag X. Posiada ono
jedno rozwigzanie, gdy wyroznik tréjmianu jest rowny zero. Zapisz odpowiednie rownanie.
Po przyrownaniu go do zera otrzymasz zalezno$¢ miedzy K i I:

(—2k)* —4(1+Kk?\k? —m?)=0.

4

Przeksztal¢ to rownanie do postaci K2 =m?
+

2

Nie rozwiagzujac uktadu rownan, mozesz zauwazy¢, ze prosta i okrag maja jeden punkt
wspolny, gdy odleglos¢ miedzy ta prosta 1 srodkiem okrggu jest rdGwna jego promieniowi
(skorzystaj wtedy ze wzoru na odlegto$¢ punktu od proste;j).

Zadanie 74.

Przekrojem tego graniastostupa plaszczyzna przechodzaca przez krawedz podstawy AB
i punkt K nalezacy do krawedzi bocznej CF jest trojkat rownoramienny (czy wiesz, dlacze-
20?). Wykorzystujac dane pole przekroju, oblicz wysoko$¢ przekroju. Wysokos¢ ta jest jed-
noczesnie przeciwprostokatng trojkata, ktoéry poshuzy ci do obliczenia dlugosci odcinka CK
(pomocne bedzie twierdzenie Pitagorasa). Wiadomo, ze punkt K dzieli krawedz boczng CF
w stosunku 2:3. Czy zadanie bedzie mialo tylko jedno rozwigzanie? Wyznacz dlugo$¢ wyso-
ko$ci graniastostupa i oblicz jego objetos¢.
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Zadanie 75.
Pierwszym krokiem bedzie okreslenie, jakg figurg jest powstaly przekroj graniastostupa.

Zauwaz, ze figurg, ktora jest przekrojem, mozesz podzieli¢ na dwa przystajace trapezy rowno-
ramienne.

W treéci zadania podano pole przekroju. Sprobuj zapisaé pole przekroju za pomoca jednej
niewiadomej, na przyktad wysokosci trapezu, i rozwigz odpowiednie réwnanie. Obliczysz
W ten sposob dlugos¢ krotszej przekatnej graniastostupa. Twoim zadaniem jest obliczenie
objetosci graniastostupa, wigc potrzebujesz jeszcze wysokosci tej bryty.

Do wyznaczenia wysokosci wykorzystaj wczesniej obliczong dlugos¢ krotszej przekatnej gra-
niastostupa. Jesli nie wiesz, jak to zrobi¢, to spojrz jeszcze raz na rysunek i1 znajdz tréjkat pro-
stokatny, ktorego bokami sg wysokos$¢ graniastostupa i jego krotsza przekatna. Trzecim bo-
kiem trojkata prostokatnego jest krotsza przekatna podstawy. Oblicz jej dlugos$¢ 1 napisz row-
nanie wynikajace z twierdzenia Pitagorasa dla tego trojkata. W ten sposéb wyznaczysz wySo-
ko$¢ graniastostupa. Oblicz jego objetosc.

Uwaga: Nie oczekujemy dowodu, ze przekroj jest sumg mnogosciowa dwoch trapezow row-
noramiennych.

Zadanie 76.

Rozwaz rézne mozliwe przekroje tego graniastostupa plaszczyzng zawierajaca krawedz AB
podstawy graniastostupa. Zaobserwuj, gdzie znajduje si¢ punkt przecigcia ptaszczyzny prze-
kroju z prosta CF (punkt ten oznacz np. przez N). Sprobu;j takze ustali¢, gdzie lezy punkt N,
gdy przekrdj jest trapezem.

Zaznacz kat a , o ktorym mowa w zadaniu, i zapisz tga w zaleznosci od dtugosci odcinka
CN i wysokosci podstawy graniastostupa.

Zadanie 77.

Zwro¢ najpierw uwage, ze krawedz boczna AS jest prostopadta do plaszczyzn ABC i DEF,
wigc odlegtos¢ miedzy tymi ptaszczyznami jest dtugoscia odcinka AD. Teraz powiniene$ po-
wigzac pola trojkatow ABC i DES z dtugos$cig odcinka AD. Mozesz na przyktad zauwazy¢, ze
jeden z tych trojkatow jest obrazem drugiego w jednoktadnosci, ktorej srodkiem jest wierz-
chotek S ostrostupa. Jaka jest skala tej jednoktadnosci? Jest nig z jednej strony stosunek diu-
gosci odcinkow AS i DS, a z drugiej strony trojkaty jednoktadne sa rowniez podobne, wigc
skala ich podobienstwa to pierwiastek ze stosunku ich pol. Stad otrzymasz zalezno$¢ migdzy
dhugosciami odcinkow AS i DS oraz danymi polami trojkatow ABC i DEF.

Potrzebujesz jeszcze jednej zaleznosci wigzacej jakies dwie z tych wielkos$ci, np. pole trojkata
DEF 1 dlugo$¢ odcinka DS. Mozesz na przyklad wzia¢ pod uwage trojkat DES. Zauwaz, ze
jest on potowa trojkata réwnobocznego, wigc tatwo mozemy wyznaczy¢ dtugosci odcinkow
DE i SE w zaleznosci od dtugosci odcinka DS.

Teraz zaobserwuj, ze trojkat EFS jest rtownoboczny, co oznacza, ze odcinek EF ma takg sama
dhugos¢ jak odcinek SE.

Mozesz juz teraz wyrazi¢ pole trojkgta DEF w zalezno$ci od dtugosci odcinka DS. To jest
wlasnie druga z potrzebnych zaleznosci. Z tych zaleznosci wyznacz dlugos$¢ odcinka DS
w zaleznos$ci od pol trojkatow DEF i ABC.
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Zadanie 78.

Zauwaz, ze otrzymany przekroj EFGH i czworokat BCGH sg trapezami o takich samych pod-
stawach i r6znych wysokosciach (poprowadz je np. z wierzchotka H). Z danych zadania usta-
lisz stosunek tych wysokosci. Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, wyznacz wysoko$¢ $cia-
ny bocznej. Nastgpnie poszukaj trojkatow prostokatnych zawartych w $cianie bocznej, kto-
rych jedng z przyprostokatnych bedzie wysokos¢ trapezu BCGH 1 wysoko$¢ $ciany boczne;.
Napisz odpowiednig proporcje wynikajaca z ich podobienstwa. Otrzymasz w ten sposob za-
lezno$¢ miedzy krotsza podstawa czworokata BCGH a jego wysokos$cig. Zauwaz, ze kat na-
chylenia tej wysokosci do ptaszczyzny podstawy ostrostupa jest taki sam, jak kat nachylenia
Sciany bocznej ostrostupa do podstawy. Mozesz stad wyznaczy¢ cosinus tego kata. Zastosuj
twierdzenie cosinusow do trojkata, ktorego bokami sa wysokosci obu czworokatow. Uzyskasz
w ten sposob zalezno$¢ miedzy wysokoscig trapezu EFGH 1 jego krotszg podstawg. Poniewaz
znasz juz stosunek wysokosci czworokatow i ich zaleznosci tylko od wspolnej podstawy, to
mozesz j3 teraz wyliczy¢ 1 wykorzysta¢ otrzymany wynik do obliczenia wysoko$ci trapezu
EFGH, a nastepnie jego pola.

2.5. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Zadanie 81.

Zauwaz, ze przestrzen zdarzen elementarnych Q sklada si¢ z ciggow czteroelementowych
0 roznych wyrazach. Poniewaz kazdy taki cigg powstaje przez przestawianie podanych cyfr,
to liczbg elementow zbioru Q mozesz wyznaczyc¢, korzystajac ze wzoru na liczbg permutacii:

Q=4

Zdarzeniem przeciwnym do opisanego w zadaniu jest otrzymanie liczby podzielnej przez 4,
czyli takiej, w ktorej liczba ztozona z dwoch ostatnich cyfr danej liczby jest podzielna przez
4. W naszym przypadku chodzi wigc o liczby: 12, 24, 32. W kazdym przypadku pozostate
dwie cyfry mozna ustawi¢ na dwa sposoby. Zatem wszystkich mozliwosci bedzie 3-2=6.

Oznacza to, ze wszystkich liczb, ktore nie sg podzielne przez 4, bedzie A=41-6=18. Teraz
A 18

juz mozesz wykorzysta¢ wzor na prawdopodobienstwo klasyczne: P(A) = = = u
Q .

Zadanie 82.

ZastanOw sie, jakie reszty z dzielenia przez 3 daja kwadraty liczb naturalnych. Skoro suma
kwadratow trzech liczb: X, y, z ma by¢ podzielna przez 3, to jakie trojki liczb ze zbioru
{1,2,3,...,100} nalezy wzia¢ (bioragc pod uwage reszty z dzielenia przez 3 ich kwadratow)?
Otrzymujesz dwie mozliwos$ci: wszystkie trzy liczby X, y, z sg podzielne przez 3 albo wszyst-
kie trzy liczby x, y, z sa niepodzielne przez 3.

W danym zbiorze {1,2,3,...,100} liczb podzielnych przez 3 jest 33, a liczb niepodzielnych
przez 3 — 67.

Z tresci zadania wynika, ze tworzymy trojki (X, Y, z). Wazna jest kolejno$¢ liczb i liczby moga
sie powtarza¢. Wobec tego prawidlowa odpowiedz to 33° + 67°.
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Zadanie 83.

Na ile sposobéw mozna wybra¢ cyfre reprezentujaca setki? Po wyborze takiej cyfry trzeba
wybra¢ druga cyfre, r6zng od niej. Na ile sposobéw mozna to zrobi¢? Na ile sposobéw mozna
dopeic liczbe do liczby trzycyfrowej, spetniajac warunki zadania?

Mozesz rowniez ustali¢, na ile sposobéw moze dwukrotnie wystgpi¢ dana cyfra w liczbie
trzycyfrowej (na ktorych miejscach moze si¢ znalez¢), a nastepnie ile jest mozliwosci wsta-
wienia cyfry na wolne miejsce. Rozwaz dwa przypadki: gdy powtarzajaca si¢ cyfra wystapi
na miejscu setek 1 gdy tam jej nie bedzie. Pamigtaj o tym, ze liczba trzycyfrowa nie moze za-
czynac si¢ od zera.

Zadanie 84.

Rozpatrujemy wszystkie czteroelementowe podzbiory zbioru A. Zastanow sig, ile w zbiorze A
jest liczb parzystych, a ile nieparzystych. Wyznacz liczbe takich czteroelementowych pod-
zbioré6w zbioru A, ktorych suma jest parzysta. Kiedy suma czterech liczb naturalnych jest
liczbg parzysta? Rozpatrz trzy parami roztagczne mozliwosci, zapisz ich liczby za pomocg
symbolu Newtona. Oznacz jako x liczbg wszystkich czteroelementowych podzbioréw zbioru
A, ktorych suma liczb jest parzysta. Analogicznie postepuj, wyznaczajac Y — liczbe takich
czteroelementowych podzbioréw zbioru A, ktorych suma liczb jest nieparzysta. W tym przy-
padku beda dwie wykluczajace si¢ mozliwosci. Zapisz rdéznice X—Yy, rozwin symbole

: . .o n(n-1 [n)
Newtona i wykaz, ze tak otrzymane wyrazenie jest rowne T = 5]

Zadanie 85.

Zauwaz, ze wystepuja tu dwa zdarzenia, przy czym jedno z nich ma zaj$¢ pod warunkiem, ze
zajdzie drugie. Skorzystaj wigec ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe. Aby to uczy-
ni¢, musisz wyznaczy¢ prawdopodobienstwo czesci wspolnej obu zdarzen oraz zdarzenia be-
dacego tu warunkiem. Ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe wynika, ze wlasciwie
nie musisz doktadnie wylicza¢ liczby elementéw calej przestrzeni zdarzen elementarnych,
natomiast musisz wyznaczy¢ liczbg elementow czgsci wspolnej zdarzen oraz tego, ktory jest
warunkiem. Do wyznaczania tych liczb przyda ci si¢ wzor na liczb¢ kombinacji (wybieramy
pewna liczbg oséb z danej grupy osob) oraz to, ze dla alternatywy zdarzen roztacznych sumu-
jemy liczby mozliwosci (osoby zostang wybrane z jednej klasy albo z drugiej).

Zadanie 86.

Dos$wiadczenie polega na dwukrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Czy wiesz, ile jest
wszystkich zdarzen elementarnych? Tre§¢ zadania sugeruje, ze bedziesz oblicza¢ prawdopo-
dobienstwo warunkowe. Zapisz oznaczenia zbioréw, Np.: A — suma kwadratow wyrzuconych
liczb przy dzieleniu przez 4 daje resztg¢ 1, B — warto$¢ bezwzgledna réznicy wyrzuconych
liczb bedzie wigksza od 2. Twoim zadaniem jest obliczenie P(B|A). Zgodnie z definicja

PBNA)_[BNA

PEIN="n T A

Zajmij si¢ mocg zbioru A. Pomysl, dla jakich dwoch liczb suma ich kwadratow przy dzieleniu
przez 4 daje reszte 1? Jesli nie wiesz, to zastandw sig¢, jakie reszty dajg kwadraty liczb catko-
witych przy dzieleniu przez 4? Jakie beda reszty dla liczb parzystych, a jakie dla nieparzys-
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tych? Teraz juz mozesz odpowiedzie¢ na pytanie, dla jakich dwoch liczb suma ich kwadratow
przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1. Ile zatem bedzie zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zajéciu zdarzenia A? Zdarzenie B Apolega na tym, ze suma kwadratow obu liczb przy
dzieleniu przez 4 daje reszte 1 i warto$¢ bezwzgledna rdznicy wyrzuconych oczek bedzie
wigksza od 2. Teraz wystarczy z elementow zbioru A wybraé te, dla ktorych warto$¢ bez-
wzgledna réznicy wyrzuconych oczek jest wicksza od 2. Ile jest takich zdarzen elementar-
nych? Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe.

Zadanie 87.
P(ANB) .

———— 1 masz obliczy¢ m
P(B) P(B)

Wiesz, ze P(A|B) =
Przypomnij sobie, ze AnB=B\(AnB) i AnB < B. Stad wynika, ze
P(A'nB)=P(B)-P(ANB).

Liczniki obu dodatnich utamkéw sg réwne. Co musisz stwierdzié, aby wykazac teze?

Zadanie 88.
: . : . ., P(ANB)
Twoim zadaniem jest obliczenie prawdopodobienstwa warunkowego P(A|B) = W .

Zauwaz, ze zdarzenie AU B jest sumg trzech parami roztagcznych zdarzen:
AUB=(A'NB)U(ANB)U(ANB').

Jezeli zdarzenia sg parami rozigczne, to prawdopodobienstwo ich sumy jest rowne sumie
prawdopodobienstw poszczegdlnych zdarzen. Zapisz prawdopodobienstwo sumy zdarzen
P(AUB) i korzystajac z danych, oblicz P(AnB). Analogicznie obliczysz P(B). Oblicz

P(A|B).
2.6. Rachunek rézniczkowy

Zadanie 92.

Twoim zadaniem jest obliczenie granicy danej funkcji przy x— —o0. W tego typu granicach
0 wyniku decydujg stopnie 1 wspolczynniki wielomiandw znajdujacych si¢ w liczniku 1 mia-
nowniku.

Wykonaj dziatania w liczniku 1 mianowniku. Wylacz zmienng w najwyzszej potedze przed

nawias, skroé¢ X w tej samej potedze i oblicz granic¢ powstalego wyrazenia. Ponizej znajduja
si¢ obliczenia:

s _pq 192 208 80
i XD —(2x43)° L -64x° ~102x" ~208x 80 _ . x X 2 32
X (x+3)3—(3x—1)3 x>0 —26X° +36X° +18Xx+28 x> —26+§+%+2—§ 13

X X X
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Zadanie 93.

Podstaw liczbe 2 w miejsce X. Pozwoli to oceni¢ typ granicy, ktérg masz obliczy¢. Zapewne
otrzymate§ wyrazenie 5 Oznacza to, ze liczba 2 jest miejscem zerowym licznika 1 mianow-

nika. Zapisz licznik 1 mianownik w postaci iloczynowej. Po uproszczeniu przez wspolny
czynnik oblicz granice.

Zadanie 94.

Zauwaz, Ze mozesz wylaczyé przed nawias wyrazenie X° jako wspolny czynnik w liczniku
I mianowniku. Po skréceniu otrzymasz wyrazenie, ktore nie zalezy od zmiennej X 1 jest grani-
cg danej funkcji. Zapisz, ze granica ta jest rOwna 2. Przeksztal¢ wyrazenie, co pozwoli ci
wnioskowac¢ o warto$ci parametru b.

Zadanie 95.

Rozwigzywanie zadania rozpocznij od obliczenia pochodnej funkcji f : f’(x) = —6x* +6x.

W jakim przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia?

Zadanie 96.

Rozwigzanie zadania mozna rozpocza¢ od pytania: jakie znasz metody znajdowania ekstre-
moéw funkceji? Ktore z tych metod mozesz zastosowaé do rozwigzania zadania?

Oblicz pochodng funkcji f. Jaki jest warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji? Co trze-
ba sprawdzi¢, aby w danym punkcie byto maksimum?

Zadanie 97.

Rozpatrujemy ostrostupy prawidtowe sze$ciokatne. Wprowadz oznaczenia, na przyktad
przyjmij, ze a to dlugo$¢ krawedzi podstawy ostrostupa, X — krotsza przekagtna podstawy i h
to wysoko$¢ ostrostupa. Suma dlugosci krotszej przekatnej podstawy 1 wysokosci ostrostupa
jest rowna 9, przy czym krotsza przekatna podstawy ma dtugosé a+/3 (czy wiesz, dlaczego?).
Wykorzystaj te¢ informacje i zapisz zalezno$¢ miedzy krotsza przekatng podstawy i wysoko-
Scig ostrostupa. Twoim zadaniem jest znalezienie wymiarow takiego ostrostupa, ktory ma
najwiekszga objetos¢, wigc kolejnym krokiem bedzie wyrazenie objetosci V ostrostupa za po-
mocg jednej z przyjetych zmiennych: a lub h (wygodniej za pomocg a). W ten sposob otrzy-
masz funkcj¢ objetosci ostrostupa. Wyznacz jej dziedzing.

Nastepnym etapem rozwigzania bedzie analiza funkcji objetosci ostrostupa V. Funkcja ta,
niezaleznie od tego, czy wyrazisz ja za pomoca zmiennej a, czy h, jest wielomianem stopnia
trzeciego. Oznacza to, ze do wyznaczenia jej wartosci najwiekszej musisz wykorzystac ra-
chunek pochodnych. Jesli nie masz pewnosci, co nalezy zrobi¢, oblicz pochodng funkcji V,
miejsca zerowe pochodnej, zbada¢ znak pochodnej i na tej podstawie okre$lic monotonicz-
nos¢ funkcji V, wyznaczy¢ argumenty nalezace do dziedziny, dla ktorych funkcja V posiada
ekstrema, i uzasadni¢, ze wyznaczone ekstremum jest najwigkszg wartoscig funkcji V w jej
dziedzinie. Dla wygody mozesz analizowa¢ funkcj¢ w zbiorze liczb rzeczywistych (nazwij ja
wtedy inaczej, na przyktad f) i dopiero potem ograniczy¢ ten zbiér do dziedziny funkcji V.
Ostatecznie oblicz wymiary ostrostupa o najwigkszej objetosci i te najwigkszg objgtosé.
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Zadanie 98.

Przyjmij, ze f(x)=2x3—-3x?—5 jest funkcja okreslong dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Funkcja f jest wielomianem, ktory jest funkcja ciagla i rozniczkowalng. Zauwaz, ze
f(2)=-1<0, f(3)=22>0.

Skorzystaj z twierdzenia, ktore mowi, ze jezeli funkcja f jest cigglta w przedziale domknietym
(a,b) i f(a)- f(b)<0, to w przedziale otwartym (a,b) funkcja f ma co najmniej jedno
miejsce zerowe. Przyjmij, ze (a,b) to (2,3). Co wynika z podanego twierdzenia dla naszej
funkcji?

Jak wykaza¢, ze funkcja f ma w przedziale (2,3) doktadnie jedno miejsce zerowe?

Zbadaj monotoniczno$¢ funkcji f w przedziale (2,3).

Jaki jest zwigzek migdzy monotonicznos$cig funkcji w przedziale a znakiem jej pochodne;j
w tym przedziale?

Ile doktadnie miejsc zerowych ma funkcja f w przedziale (2, 3)?

To ile rozwigzanh ma réwnanie 2x° —3x* —5=0w tym przedziale?

Zadanie 99.

Skorzystaj z wlasno$ci pochodnej wielomianu: jezeli w danym przedziale otwartym pochodna
jest dodatnia, to funkcja jest w tym przedziale, rowniez domknigtym, rosngca. Oblicz wigc
pochodng podanej funkcji i rozwigz odpowiednig nierowno$¢é. Rozwigzaniem begdzie pewien
przedzial, ktorego jeden z koncoéOw bedzie zalezny od k. Wystarczy teraz, ze por6wnasz go
z przedziatem podanym w zadaniu, by wyznaczy¢ k.

Zadanie 100.

Zauwaz, ze dziedzing podanej funkcji jest caty zbior liczb rzeczywistych, zatem jest ona okre-
slona w kazdym punkcie danego przedzialu. Wartosci najmniejszej 1 najwigkszej musisz wigc
poszuka¢ na koncach przedziatu oraz w tych punktach jego wnetrza, dla ktorych pochodna si¢
zeruje. Pochodng podanej funkcji oblicz, korzystajac ze wzoru na pochodng ilorazu, i wy-
znacz jej miejsca zerowe. Oblicz wartosci funkcji f w miejscach zerowych pochodnej (naleza-
cych do danego przedziatu) oraz dla koncow przedzialu. Poréwnaj otrzymane liczby 1 wybierz
Z nich najwigkszg 1 najmniejsza.
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3. Rozwiazania

3.1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne.
Réwnania i nierdbwnosci

Zadanie 3.

Stosujac wzory skroconego mnozenia na sume sze$cianOw i roéznic¢ szesciandéw, mozemy
nieréwnos¢ zapisa¢ w postaci rownowaznej

(x—y)(x+ y)(x2 —Xy + yz)
(x+y)(x=y)(X* +xy+Yy?)

1
>_1
3

x> —xy +y* 1
X2+xy+y? 3

) 1 1 1 . )
Poniewaz X*+Xy+Yy* = E(X + y)2 s x>+ > y> >0, gdyz X#—Y, to mnozac obie strony nie-
réwnosci przez 3(X2 + Xy + yz) , otrzymujemy nieré6wnos$¢ rOwnowazng

3x? —3xy +3y° > X +xy + y?,
2x* —4xy +2y* >0,
x> —2xy+y*>0,

(x— y)2 >0.
Ta nier6wnos¢ jest prawdziwa, gdyz X # Yy, a kwadrat liczby r6znej od zera jest dodatni.

To konczy dowod.

Zadanie 4.

Zauwazmy, ze pierwiastkami rownania sg liczby —1,1 oraz —m, m (oczywiscie m=0,
W przeciwnym bowiem razie mielibySmy ciag trzywyrazowy).

Przyjmijmy, ze —m <0< m (zatozenie, ze m> 0, nie stanowi zadnego ograniczenia w roz-
wigzaniu, bowiem liczby —m, m sa wzajemnie przeciwne; nalezy takze zauwazyc¢, ze jesli
szukang warto$cig parametru jest liczba m, warunki zadania sg spelnione takze dla liczby
—-m).

Moga zachodzi¢ dwa przypadki:

-m<-1<l<m (1)
lub

—l<-m<m<l. (2)
Rozwigzania te tworzg ciag arytmetyczny, zatem w szczegolnosci:

— dla (1) mamy m-1=1—(-1), czyli m=3;
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— dla(2) mamy 1-m=m-(—-m), czyli m :%.

-

Warunki zadania sg spetnione dla parametréw: +=,+3.

w

Zadanie 5.
A

Zadanie 6.

Zauwazmy, ze

logs9 logs3* 2logs3  logs3
logs4 logs2? 2logs2 logs2

log,9=

Stad

log;5-log, 9-logs 2=1o0g;5- :235240952: log;5-logs 3.

5

Korzystajac ze wzoru na zmiang podstawy logarytmu log, b = , Stwierdzamy, ze

0g, a

log;5-log;3=1.

Zadanie 7.
C

Zadanie 8.

Oznaczmy przez X najmniejsza z trzech szukanych liczb catkowitych. Zapiszemy rownanie
wynikajace z tre$ci zadania:

x(x+1)(x+2) = 6(x2 +1).
Przeksztalcamy réwnanie rownowaznie:
x(x2 +3x+2)=6x2 +6,
x° +3x° +2x=6x" +6,
x® —3x? +2x-6=0,
x?*(x—3)+2(x-3)=0,
(x—3)x? +2)=0.

Z tego wynika, ze warunki zadania sg spetnione dla X = 3. Zatem szukane liczby to 3, 4, 5.
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Zadanie 9.
Zapiszmy wielomian x* —2x+1 w postaci:
x} —2x+1=(x—a)(x—b)(x—c).
1 wykonajmy dziatania:
x® —2x+1=x>—(a+b+c)x* +(ab+bc+ca)x—abc.

Wielomiany sg roéwne, gdy maja rowne wspotczynniki przy odpowiednich potegach. Wobec
tego:

a+b+c=0ab+bc+ca=-2,abc=-1.

Poniewaz
(@a+b+c) =a?+b?+c?+2(ab+bc+ca),
to
a’+b?+c?=(a+b+c)’ —2(ab+bc+ca)=0+4=4.
Zadanie 10.

Zauwazmy, ze rOwnanie k?x —1= x(3k —2)—k mozna zapisa¢ w postaci
x(k? -3k +2)=1-k.

Po przeksztatceniu trojmianu k* —3k +2 do postaci iloczynowej otrzymujemy
x(k 1)k —2)=1-k.

Zauwazmy, ze dla K #1 oraz k # 2 otrzymujemy

-k -1 1
(k-1)k-2) k-2 2-k’

Dla k=1 mamy: x(1-1)1-2)=1-1, czyli 0=0 — kazda liczba jest rozwigzaniem, wiec
roOwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Dla k=2 mamy: x(2-1)2-2)=1-2, czyli 0=-1 — réwnanie nie ma rozwigzan.

Zatem dla kazdej wartosci parametru z wylaczeniem 2 rOwnanie ma rozwigzanie.

Zadanie 11.
B
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Zadanie 12.

Zatézmy, ze X >1. Wowczas rOwnanie przyjmuje postac | X —2 | x—2| 1 jest spelnione przez
kazda liczbe rzeczywista (wickszg lub réwna 1).

Gdy x <1, otrzymujemy rownanie | X |5 X — 2|, skad mamy x=x—-2 lub x=2-X.

W pierwszym przypadku mamy sprzecznos¢, w drugim otrzymujemy rozwigzanie X =1,
sprzeczne z zalozeniem X <1.

Tak wiec || x—1| —1|= x— 2| wtedy i tylko wtedy, gdy x>1.

Uwaga: Mozesz réwniez narysowa¢ wykresy funkcji || x—1|-1| oraz |x—2| i odczytac
Z nich, gdzie wykresy si¢ pokrywaja.

Zadanie 13.

I sposob
Rozwigzemy nierownos¢ w kazdym z przedziatow wyznaczonych na osi liczbowej przez ar-
gumenty, dla ktorych |2X - 2| =0 oraz |X| =0.

Poniewaz 2x—-2=0dla x =1, wigc to liczby 0 i 1 wyznaczaja podzial. Rozwazymy nasza
nierowno$¢ w kazdym z przedziatow (— o0, 0), <0,1) oraz <1, +00) .

e Rozwazmy nierdwno$¢ [2x—2|> x+|x dla x € (~ oo, 0).

Otrzymujemy wéwczas, Ze |X| = —x Oraz |2X - 2| =—(2X—2), a nierdéwno$¢ przyjmuje
posta¢ —(2x—2) > X+ (—x). Jej rozwigzaniem sg liczby spehiajace warunek: X <1.
Poniewaz rozwazamy nieréwno$¢ dla x e (- oo, 0), to otrzymujemy: x e (=0, 0).

e Rozwazmy teraz nierdwnos$¢ na przedziale <0, 1).
Otrzymujemy wowczas, ze |x|=x oraz |2X—2| =—(2X—2) i nierbwno$¢ przyjmuje

posta¢ —(2x—2)>x+x. Zatem x< l Poniewaz rozwazamy nier6wnos¢ dla
2
. 1
x €(0,1), to otrzymujemy: x e <O, §> .

e Rozwazmy teraz nier0wnos¢ na przedziale <1, + 00) .

Otrzymujemy wowczas, ze |X| = X oraz |2X - 2| = 2X—2 i nier6wno$¢ przyjmuje po-
sta¢ 2X—2 > X+ X. Zatem —2 > 0. Nierownos¢ ta jest sprzeczna.

Rozwigzaniem nieréwnosci jest suma rozwigzan w przedziatach (— oo, O) oraz <0, 1), czyli

x & (oo, O)u<0, %> . Zatem X € (— 0, %> .
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II sposéb
Zapiszmy nierdwno$¢ w postaci [2x —2| > x + x| .
Naszkicujmy wykresy funkcji f(x)=[2x-2| oraz g(x) = x+|x.

. ,
\y I /
r'4
9s
2 2.

[ f

N

[EN

: 1
Z rysunku odczytujemy wspdirzedne punktu wspdlnego obu wykresow: (E, 1) — mozemy
sprawdzi¢, ze istotnie dla argumentu rownego > warto$ci obu funkcji sg réwne 1. Zatem

rozwigzaniem nierdwnosci sa wszystkie liczby ze zbioru (— 00, E> :

Zadanie 14.

I sposéb

Wykorzystujemy wiasnosci wartosci bezwzgledne: [a+|b|>[a+b| oraz |a| =|-a]:
X +5[+[x -2/ =[x +5+[2—X|>|x+5+2-X/=[7| =7

Zatem wykazaliSmy, ze nierownos¢ |X+5|+|X—2| > 7 jest prawdziwa dla kazdej liczby rze-
czywistej.
II sposéb
Rozpatrujemy nier6wnos¢ w trzech nastepujacych przedziatach:
e Xe (—OO, - 5>
—X=5-Xx+22>7
X<-5
Uwzgledniajac zatozenie, wnioskujemy, ze kazda liczba rzeczywista z przedziatu
(—o0,— 5> spetnia nierownos¢ |X + 5| + |X - 2| >7,
e xe(-52)
X+5-x+22>7
7>7
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Uwzgledniajac zatozenie, wnioskujemy, ze kazda liczba rzeczywista z przedziatu
(—5,2) spetnia nierownosé |X+5|+|X—2| >7.
. Xe<2, +0)
X+5+x-22>7
X>2
Uwzgledniajac zatozenie, wnioskujemy, ze kazda liczba rzeczywista z przedziatu

(2, +0) spetnia nierownosé |X+5+|x—2>7.

Niero6wnos¢ |X+5|+|X—2| > 7 jest prawdziwa w kazdym z trzech rozpatrywanych przedzia-
tow, zatem wykazaliSmy jej prawdziwos$¢ dla kazdej liczby rzeczywiste;.

Zadanie 15.
B

Zadanie 16.
B

Zadanie 17.
C

Zadanie 18.
Dla m =0 réownanie przyjmuje posta¢: —1=0, czyli nie ma rozwigzan.

Dla m#0 rownanie jest kwadratowe i mozemy je zapisa¢ w postaci: m(x2 +X— 2)= 1, czyli
1

X+ x—2=—.
m

Narysujmy wykres funkcji f(x)=x*+x—-2 dla Xe <— 2, 2>.

Y
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Zauwazmy, ze prosta o rownaniu y = i ma jeden punkt wspdlny z wykresem funkcji wtedy
m

i tylko wedy, gdy 0< - < f(2) lub = =—2 czyli m>L lub m=—2.

m m 4 4 9

Prosta o rOwnaniu Yy = 1 ma dwa punkty wspolne z wykresem funkcji wtedy i tylko wtedy,
m

9 1 . 4
dy —=<—=<0,czyli m<——.
i 4 m y 9

Prosta o rdwnaniu y = 1 nie ma punktéw wspolnych z wykresem funkcji wtedy i tylko wte-
m
4 1
dy,gdy ——<m<0 lub O<m<=.
9 4
Odpowiedz: Réwnanie mx> +mx—1—-2m=0 dla X € <— 2, 2>:

— nie ma rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy —g <m< % ,
. . . . 1 4
— ma jedno rozwigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy m > 2 lub m= 3’

— ma dwa rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy m < —g .

Zadanie 19.

I sposob

Dla m=1 wykresem funkcji f jest prosta o rownaniu Yy =—-2X, ktdra przecina si¢ z prosta
0 réwnaniu y = —X+1 w jednym punkcie, wigc dla m =1 nie s3 spetnione warunki zadania.

Dla m =1 wykresem funkcji f jest parabola, ktora ma z prosta o rownaniu y =—x+1 dwa
punkty wspolne, gdy rownanie (m—1)x*> —2x —m+1=—x+1 ma dwa rozwiazania.
Przeksztalcajac je rOwnowaznie, otrzymujemy rownanie kwadratowe:

(M-1)x* —x—m=0

Wyznaczamy wyrdznik: A =4m? —4m+1=(2m—1).
. . : . 1
Rozwazane rownanie ma dwa rozwigzania X,,X,, gdy A >0, czylidla me R\ {E,l} .

Rozwigzania X, X, maja przeciwne znaki, gdy X, - X, < 0. Korzystajac ze wzoru Viéte’a, mo-
zemy zapisac:
X, Xy=
1 2 m— 1 !

zatem
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l>O.

m-1
Nier6wnos¢ jest prawdziwa dlam e (— o0, O) U (1; + oo) :
Z tego wynika, ze wykres funkcji f(x)=(m—-1)x*—2x—m+1 przecina si¢ z prosta
0 rownaniu Yy =—-X+1 w dwodch punktach, ktorych pierwsze wspodtrzgdne majg przeciwne
znaki, gdy m e (—o0;0)U (L + ).
II sposéb

Dla m=1 wykresem funkcji f jest prosta o rownaniu Yy =—-2X, ktdra przecina si¢ z prosta
0 robwnaniu y = —X+1 w jednym punkcie, czyli dla parametru m =1 nie sg spetnione warun-
ki zadania.

Dla m =1 wyznaczamy pierwsze wspétrzedne punktow przecigcia sie¢ wykresu funkcji  f
Z prosta o rGwnaniu y = —X +1:
(m-1)x* —2x—m+1=—-x+1,
mx® —m-x*—x=0,
m(x-1)(x+1)—x(x+1)=0,
(x+1)(mx-m-x)=0,

x=-1 lub x:l.
m-1

. m . .
Poniewaz x=-1<0,t0 X= -1 >0 Z tego wynika, ze m(m-1)>0, czyli

m e (—o0;0) U (L +).

Zadanie 20.
Oznaczmy przez x,, X, pierwiastki tego trojmianu.

Korzystajac ze wzordw Viete’a, mamy:

Sume 1+b+C mozemy wiec zapisaé w postaci:
1+b+c=1-% —X, +X X, =(1—x)-@1—x,).

Zauwazmy, ze aby iloczyn p-q liczb catkowitych byt liczba pierwsza, to jedna z tych liczb
musi by¢ rowna 1 lub —1.

lloczyn (l—Xi)-(l— X2) jest liczba pierwsza 1 kazda z liczb 1—-x,,1-Xx, jest catkowita, wigc
korzystajac z powyzszej uwagi, otrzymujemy, ze jedna z nich musi by¢ réwna 1 lub —1.
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Przypusémy, ze 1—x, =1, wtedy mielibySmy, ze x, =0, co jest sprzeczne z warunkami za-
dania.

Przypusémy, ze 1—x, =—1, wtedy otrzymujemy, ze x, =2.

Tréjmianem, ktéry spetnia warunki zadania, jest na przyktad: x> —6x+8.

Zadanie 21.
I sposob
Przeksztalcamy dang nierdownos¢ do postaci
8x° —4mx+2m* —12x —6m+18>0.
Stosujemy odpowiednie grupowanie:
Ax* —12X+9+4x* —4mx+m* +m* —6m+9>0,
(2x=3) +(2x—m); +(m—-3y >0.
Zauwazamy, zZe:
(2x—3)’ > 0dla kazdej liczby rzeczywistej X,
(2x—m)? > 0 dla kazdych liczb rzeczywistych x i m,
(m—3Y >0dla kazdej liczby rzeczywistej m.
Stad (2x—3) +(2x—m)’ +(m—3) >0 dla kazdych liczb rzeczywistych x i m.
Zatem wykazalismy, ze dla kazdych liczb rzeczywistych X i m prawdziwa jest nierownos¢

8x* —4mx+2m* >12x+6m—18.
II sposéb
Przeksztalcamy dang nierd6wnos¢ do postaci
8x% —4mx+2m? —12x—6m+18>0,
8x” —(4m+12)x +2m* —6m+18>0.
Lewa strong nierownosci traktujemy jako trdjmian kwadratowy zmiennej X z parametrem m:

A =16m* +96m+144 —64m* +192m—576 = —48m* + 288m — 432 = —48(m2 —6m+ 9),

A=—48(m° —6m+9)=—48(m-3)".
Rozwazany trojmian kwadratowy 8x* —(4m +12)x +2m? —6m+18 ma dodatni wspotczynnik
przy x* oraz niedodatni wyroznik.

Z powyzszych rozwazah wynika, Ze nierdowno$é¢ 8x° —4mx+2m’ >12x+6m—18 jest praw-
dziwa dla kazdej liczby rzeczywistej X 1 kazdej liczby rzeczywistej m .
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Zadanie 22.
C

Zadanie 23.
C

Zadanie 24.

Poniewaz wielomian W jest podzielny przez dwumian 2x+1, to —% jest pierwiastkiem tego

wielomianu, czyli

Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian X —2 jest rowna 105, zatem W(2)=105.

Wyznaczamy warto$ci wspotczynnikow a i b .

Poniewaz W(— %) =0 oraz W(2) =105, to mozemy zapisa¢ uktad réwnan:

4-(—ij+a~[—1j+b-1+l=0
32 8 4

128 +8a+4b+1=105
Przeksztatcamy uktad réwnan rownowaznie:
a-2b=7
{4& +2b=-12

Z tego wynika, ze a =—1 oraz b =—4, zatem wielomian W jest okreslony wzorem

W (X) =4x> — x> —4x® +1.
Rozktadamy wielomian na czynniki:

W (X) =4x> — x> —4x* +1,

W(x) = x*(4x? —1)—(4x2 —1),
W (x) = (4x2 —1)x® —1),
W(X) = (2x —1)2x + 1 x —1)(x? + x+1).

11

Pierwiastki wielomianu W : 5 1.
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Zadanie 25.
Zauwazmy, ze
X +242 =x° +(\/§)3 =(x+\/§Xx2 —\/§-x+2).
Roéwnanie 3(x +~/2 ): x% + 2+/2 mozemy kolejno przeksztalci¢ w sposdb rownowazny:
3(x+\/§)= (x+\/§Xx2 —\/E-x+2),
(x+\/513—(x2 —\/§-x+2) =0,
(x+v2)J- x> ++2-x+1)=0.
Otrzymane réwnanie jest rownowazne alternatywie:
X+42=0 lub —x®++/2-x+1=0.
Rozwigzaniem pierwszego z tych rdwnan jest liczba — J2.
Wyréznik drugiego rownania jest rowny:
A=2-4-(-1)=68,

wiec

L _—V2-V6 216 _-2+6 _J2-46
-2 2 -2 2

Uwaga: Latwo zauwazyé, ze liczba —+/2 jest pierwiastkiem rownania 3(x +2 ): X2 +242.
Mozna wiec wielomian x° —3x — V2 podzieli¢ przez dwumian x — (— V2 )

Zadanie 26.
Roéwnanie (X2 —3X)(X2 —3X+ 2) +1=0 mozemy zapisa¢ w postaci rOwnowazne;:
(x2 —3x)2 + 2(x2 —3x)+1: 0,
(x*-3x+1) =0.

To réownanie jest z kolei rownowazne rownaniu kwadratowemu x* —3x+1=0, ktére ma dwa

J5 3445

: . 3—-+5
rozwigzania: X =——— lub x=
2 2

Uwaga: Mozemy tez oznaczyé t=x>—3X i wtedy réwnanie (X2 —3X)(X2 -3X+ 2)+l: 0

mozemy zapisa¢ W postaci t(t+2)+1=0. Dalej mamy t*+2t+1=0, (t+1)2 =0. Stad

t =—1. Wracajac do przyjetego oznaczenia, otrzymujemy rownanie kwadratowe x> —3x =—1.
To réwnanie jest rownowazne rownaniu kwadratowemu x> —3x+1=0, ktore ma dwa roz-

3-5 3+5

wigzania: X=——— lub x = .
2 2
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Zadanie 27.
Wyznaczamy pierwsze wspotrzedne punktow wspolnych wykresow funkcji f 1 w:
X* —6x° +8X* +4x—7 =-2x+2.
Przeksztalcamy réwnanie rownowaznie:
x* —6x> +8x* +6x—9=0,
x*—6x° +9x* —x* +6x-9=0,
X* (X* —6x+9)—(x* —6x+9) =0,
(x2 —6x+9)(x2 —1) =0,
(x=3)°(x*-1)=0.
Powyzsze rownanie jest spetnione, gdy (x—3)> =0 lub x*-1=0, zatem x=3 lub x=-1,
lub x=1.

Z tego wynika, ze istniejg doktadnie trzy punkty wspodlne wykresow f i w (zobacz rysunek).

ﬂy

i T3
Ry

il

Z rysunku odczytujemy zbidr rozwigzan nierownosci W(x) > f(x): X € (— o0; —l> U <l; + OO).

Zadanie 28.

Wyznaczamy miejsca zerowe wielomianu W . Poniewaz wielomian W jest podzielny przez

dwumian %x +2,to —4 jest jednym z miejsc zerowych wielomianu W .
Dzielimy wielomian W przez dwumian %x+ 2:

lx“+§x3—4x2—6x+8 [Lxi2]=x®—x?—ax+a.
2 2 2

Pozostate miejsca zerowe wielomianu W sg rozwigzaniami rownania:
x* —x*—4x+4=0.
Przeksztalcamy réwnanie rownowaznie:
x* —x*—4x+4=0,

x*(x—1)—4(x-1)=0,
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(x—1)x2 —4)=0.
Z tego wynika, ze X =11lub x=2,lub x=-2.

Na rysunku zaznaczamy miejsca zerowe wielomianu W (zobacz Rysunek 1.).

Ay yn

—4 I x —4 —1\} T

Rysunek 1. Rysunek 2.

Wykres wielomianu W (x +2) powstaje przez przesunigcie wykresu wielomianu W 0 dwie
jednostki w lewo (zobacz Rysunek 2.).

Zbiorem rozwigzan nierownosci W(x+2) >0 jest (— 0, — 6> v/ <— 4,—1> ) <O, + oo).

Zadanie 29.
Przeksztatcamy wzor funkcji g:
gk)=2-k®—(k-2)° =2k® —k® +6k? —12k +8 =k* + 6k? —12k +8.

Warto$¢ funkcji g jest rowna 80 dla k spetniajacych rownanie k® +6k? —12k +8=80.
Tak wiec

k®+6k?-12k —72=0,

k?(k +6)—12(k +6)=0,

(k2 —12)k +6)=0,
(k—2\/§Xk+2\/§Xk+6):O,
k=2v3 lub k=-2V3, lubk=-6.

Wiynika z tego, ze g(k) =80dla argumentéw k = 2/3, k =—2+/3 oraz k =—6.
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Zadanie 30.
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap: wyznaczenie wspotczynnikoéw liczbowych a i b funkcji kwadratowej f .

Funkcja f jest funkcjg kwadratows, zatem a # 0.

Poniewaz funkcja f osigga najmniejsza wartos¢ dla argumentu 4, to —23 = 4. Ponadto
a

f (4) =-22. Otrzymujemy zatem uktad rownan
b=-8a
16a+4b-6=-22
Powyzszy uklad rownan spetnia tylko jedna para liczb: a=1 i b=-8, zatem rownanie ma

postaé x* +x* —8x—-6=0.

Uwaga: Rownanie b=-8a mozna otrzymaé réwniez, korzystajgc z whasnosci pochodnej
funkcji.

Wspotczynniki liczbowe a i b mozna wyznaczy¢ takze, zapisujac wzor funkcji kwadratowe;j
f w postaci kanonicznej: f(x)=a(x—4)’ —22. Nastgpnie trzeba przeksztalci¢ ten wzor do
postaci ogdlnej i porownaé odpowiednie wspotczynniki.

Drugi etap: rozwigzanie rownania x> + x* —8x—-6=0.

Jednym z rozwigzan rownania jest liczba —3, zatem wielomian W (x) = x® + x> —8x—6 jest
podzielny przez dwumian x + 3.

Dzielimy wielomiany: (x° +x? —8x—6): (x+3)=x* —2x—2.

Pozostale rozwigzania rownania X° +X° —8x—6=0 sg pierwiastkami tréjmianu kwadrato-
wego x? —2x—2: x=1—+/3 lub x=1++/3.

3.2. Funkcje

Zadanie 33.
I sposob

Zauwazmy, ze okresem zasadniczym funkcji sin(zax) jest liczba 2 i funkcja ta doktadnie
a

jeden raz w okresie przyjmuje warto$¢ 1, dla argumentu X = 2i + %, gdzie k jest dowolng
a a

liczbg catkowita.
2.0 1

Dla k=0 mamy x = 1 +—=—.Wida¢, ze 0< 1 < 1 (poniewaz a > 0, to otrzymane
2a a 2a 2a a

nierownosci sg rownowazne nierownosciom 0 < > <1).
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Pokazemy, ze dla calkowitych wartosci k = 0 liczby postaci x = 2i+2—k nie mieszczg si¢
a a

w przedziale <O, E>
a

Rzeczywiscie, dla k <0 i a >0 mamy . i(1+ 4k) < =3 .o.
2 a 2a 2a
: 1 2k 1 . . : . L1 .
Z kolei dla k >1 mamy 2—+— > =, co jest rtOwnowazne nierownos$ci E+ 2k > 1 prawdzi-
a a a

wej dla wszystkich liczb k > %

Zatem tylko dla k =0 spelnione sg warunki zadania.

II sposéb

Poniewaz Sin(7zax) =1, to max= % +2kz, stad xX= i(% + ZK) , keC. Poniewaz a>0

I musi by¢ spelniony warunek x>0, to %+2k20, stad k 2—%. Ponadto musi by¢

i(% + 2kj < E, stad k < % . Po uwzglednieniu tego, ze k jest liczbg catkowitg, otrzymujemy
a a

k=0.

Zadanie 34.

Wyznaczamy wszystkie liczby spetniajace rownanie: Sin X +sin3x = 0. Przeksztalcamy row-
nanie rownowaznie, korzystajac ze wzoru na sume sinusé6w: 2sin2xcos X = 0. Réwnanie to

jest spetnione, gdy sin2x=0 lub cosx =0, czylidla x = I%T, gdzie k jest liczbg catkowita.

Najmniejszg liczbag dodatnig spetniajgca rownanie Sin X +sin3x =0 jest x = % .

1 7 r N2 1
COS| —-— |=C0S—=—->—,
2 2 4 2 72

Z tego wynika, ze dla X =% nier6wno$¢ Cos % X < % jest falszywa.
Kolejng liczbg dodatnig spetniajaca rownanie SinX+sin3x =0 jest x=r.
COS(E-EJ:O<1.
2 2
o — o 1 1. :
Z tego wynika, ze dla X=7 nier6wnos¢ COSE X < 2 jest prawdziwa.

Najmniejsza liczba dodatnig spetniajaca warunki zadania jest X = .
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Zadanie 35.

I sposob

Funkcja f ma posta¢ f(x) =ax* +bx+c, a=0.

Wyznaczmy wzor funkcji g oraz wzor funkcji h.
g(x)=a,(x+2)x-3).

9(0)= -6, wigc a, =1 oraz g(x)=x*> —x—6.
h(x)=a,(x+4)x—6).

h(0)=-12, wigc a, =% oraz h(x):%xz -x-12.
Wiemy, ze g(x) =k - f(x) = kax® + kbx+kc oraz g(x)=x*> —x—6.
Wiemy rowniez, ze h(x) = f (kx) = k*ax® + kbx+c oraz h(X):%x2 -x-12.

Wynika z tego, ze a=2, b=-2 oraz c =-12.
Tak wige f(x)=2x* —2x-12.

II sposéb

Funkcja f ma posta¢ f(x) =ax® +bx+c, a=0.

Wynika z tego, ze g(x) =k- f(x) =k(ax® +bx+c).
Miejscami zerowymi funkcji g sa liczby x, =—-2 1 x, =3.

Tak wigc g(x) =k -a(x+2)x—3). Z postaci funkcji f i g wynika, ze liczby x, =2 i x, =3
s3 rowniez miejscami zerowymi funkcji f i f(x) = a(x+2)x-3).

Funkcja h ma posta¢ h(x) = f (kx) = a(kx)* +b-kx+c.

Zauwazmy, ze wyraz wolny "C" nie jest zalezny od K. Oznacza to, ze dla funkcji f oraz funkcji
h wartos$¢ ¢ jest taka sama i wynosi ¢ =-12.

Wiemy, ze ¢ = f(0)=—12. Tak wigc punkt (0,—12) nalezy do wykresu funkcji .

Okreslilismy funkcje f wzorem: f(x) = a(x+2)(x—3). Po podstawieniu punktu (0,—12) do
wzoru funkcji otrzymamy warto$¢ wspotczynnika a:

a(0+2)0-3)=-12,
—b6a=-12.
Tak wigc a=2.
Funkcja f ma posta¢ f (x) = 2(x +2)(x —3).

Po przeksztatceniu wzoru do postaci ogdlnej mamy f (x) = 2x* —2x—12.

Zadanie 36.

Przeksztalcamy réwnowaznie lewg strone rownosci:
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1+2c0s88°-c0s2°  1+2sin2°-c0s2°  sin®2°+2sin2°c0s2°+c0s’2°
cos? 2°—c0s88°-5in2°  cos?2°—sin2°-sin2° cos? 2°—sin? 2° -
sin 2°
~ (sin2°+cos2°)’ c0s2°+sin2° o0 1+tg2°
~ (cos2°+sin 2°)(cos2°-sin2°)  cos2°-sin2° 1- sin2° ~1-tg2°’
c0s 2°

co konczy uzasadnienie.

Zadanie 37.
B

Zadanie 38.
C

Zadanie 39.
Sporzadzamy w uktadzie wspotrzgdnych wykres funkcji f(x) =cosx.

Funkcja g(x) = f (E x] = cos[l xj.
2 2
Okresem podstawowym funkcji f(x) =cosx jest 2x.
. 1 1 1
Stad otrzymujemy: cosb XJ = cos(z X+ 27[} = cos> (x+4r).

Funkcja y =g(x) ma okres podstawowy 4r.

B -3 o 4112 0 T/ ™ /2 o o

-1 y=fix)

Zatem nastepuje ,,dwukrotne rozcigganie wykresu funkcji” f (X) = cos x wzdtuz osi OX.

Rozwigzujemy algebraicznie rownanie f(X)=g(X):

)
COS X =COS| =X |,
2
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cos x—cos(% xj =0,

—Zsin[§xjsin(1x)=0.
4 4

. . (3 (1
Stad otrzymujemy: Sln(zszo lub Sln(zszo.

Wykorzystujemy wiasnosci funkcji y =sin x:
3 X =kn lub X x =k, gdzie k € C,
4 4
4 .
x:gkn lub x =4kn, gdzie k eC.

Zatem x:gkn,gdzie keC.

Zadanie 40.
Roéwnanie mozemy przeksztatci¢ w sposob rownowazny:
sin2x+2sinXx+cosx+1=0,
cos x(2sin x +1)+2sinx +1=0,
(2sinx+1)cosx+1)=0.
Zauwazmy, ze ostatnie rGwnanie jest rtOwnowazne alternatywie
2sinx+1=0
lub
cosx+1=0.

Roéwnanie (1) jest rOwnowazne rOownaniu

. 1
sinx=-—,
2

. . T
sin x =sin| — = |.
( 6)

Zatem

X = —% + 2k , dla dowolnej liczby catkowitej k

lub

X = (72' - [— %D + 2k, czyli x = %z + 2k , dla dowolnej liczby catkowitej k.

W zadanym przedziale rozwigzaniem sg liczby — 5?” = % .

1)

)
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Roéwnanie (2) jest rOwnowazne rOwnaniu

cos X =—1,

cos x = cos(r).
Zatem

X =7+ 2kx , dla dowolnej liczby catkowitej k.
W zadanym przedziale rozwigzaniem sg liczby — 7, 7.

Funkcja sinus przyjmuje warto$¢ — > dwa razy w okresie, w szczegolnosci dla —— oraz dla

72'—(— —j Uwzgledniajac  okresowo$¢ tej funkcji, rozwigzaniem s3g liczby postaci

X = —% +2kz oraz x = (72’ —(— %D + 2k . Tylko dwie liczby takiej postaci naleza do prze-
dziatu (-7, 7). Ktore?

Zadanie 41.
Roéwnanie (x2 —sin ZaXx —1)=0 ma trzy rozwiazania, gdy sa spetnione warunki:
sin2a >0
sin2a #1
Naszkicujemy wykres funkcji y=sin2«a dla a € <O; 27Z'> , ktory otrzymamy, przeksztalcajac
odpowiednio wykres funkcji y=sin«.

)

BVERVEE
1 1

Odczytujemy z wykresu funkcji y=sin2a wszystkie wartosci a €(0;27), dlaktorych

. ) . T T T 57 57 3x
spelnione sg warunki zadania: o € O;Z U ZE Ul m— U : )

4 42
Zadanie 42.

Korzystamy ze wzoru na cosinus podwojonego kata i otrzymujemy nierdwno$¢ rownowazng
nierownosci z zadania:

200s”* X—C0sX—1<0.
Podstawiamy t =C0S X i rozwigzujemy nierownos$¢ kwadratowa

2t2 —t—-1<0.
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Miejscami zerowymi trojmianu 2t* —t—1 sg liczby t, = —% oraz t, =1, zatem nierownos¢
jest spetniona dla t € (— % 1) , czyli dla takich x, dla ktorych —% <cos x <1. Poszukamy naj-
. ., . . ) 2 1 .
pierw rozwigzan w przedziale <— T, 7r> Poniewaz €0S —§7Z =5 cosO=1 oraz funkcja

. . 1 2 .
cos jest rosngca w przedziale <— T, 0> , to -5 <cosx<1, gdy —§7Z <x<0. Podobnie,
2 1. . . . . 1
cos0=1, COS§7Z' =—3 i funkcja cos jest malejaca w przedziale <0, 7r> , Zatem ~3 <cosx<1,
gdy 0<x <§7z. Pamigtajac o okresowosci funkcji cos, otrzymujemy ostatecznie rozwigza-

nie: cos2x<cosx, gdy XG(—§7z+2k7z,§7z+2k7zj oraz x = 2kz dla dowolnej liczby cat-

kowitej k.

Zadanie 43.
Roéwnanie (cosx+a)- (sin Zx— a) =0 jest rownowazne alternatywie
cosx+a=0 (1)
lub
sin®x—a=0. 2)
— Zauwazmy, ze dla a >1 zadne z rownan (1), (2) nie ma rozwigzania.
— Dla a=1 réwnanie (1) przyjmuje posta¢ coSX =-1, a jego jedynym rozwigzaniem
w przedziale (0, 27r) jest liczbar .

Z kolei réwnanie (2) przyjmuje postaé sin®x =1, czyli sinx=1 lub sinx=-1. Roz-
wigzaniami w przedziale <0, 27r> sg odpowiednio liczby: %, 37”
Zatem dla a =1 mamy 3 rozwigzania.

— Dla ae(0,1) réwnanie (2) przyjmuje posta¢ sin’x=a, czyli sinx=+/a Iub
sinx = —/a . Kazde z réwnan sinx =+/a oraz sinx=—J/a maw przedziale (0, 2r)

dwa rozne rozwigzania i zadne z rozwiazan réwnania sinx =~/a nie moze by¢ roz-
wigzaniem réwnania sinx =—/a.
Zatem samo rownanie (2) ma juz 4 rozwigzania, co oznacza, z€ nie sa spetnione wa-
runki zadania.

— Dla dowolnej ujemnej wartoéci parametru a rownanie sin”x—a =0 nie ma rozwigza-
nia. Z kolei rownanie COSX+a =0 moze mie¢ w przedziale <0, 27r> co najwyzej 2

rozwigzania, zatem nie mogg by¢ spetnione warunki zadania.
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— Dla a=0 mamy: cosx=0 lub sin®x=0. Pierwsze z réwnafh ma dwa rozwigzania
w zadanym przedziale, drugie trzy inne rozwigzania. Nie sa zatem spelnione warunki
zadania.

3.3. Ciagi

Zadanie 45.

Poniewaz ciag (a,) jest geometryczny, jego wzér ogdlny ma postaé a, =7-q"* dla
ne{l23,..}. Zauwazmy, ze (=0, gdyz w przeciwnym razie w rdwnaniu rekurencyjnym
dojdzie do sprzecznosci dla n=1.

Podstawiamy wyraz ogélny do wzoru rekurencyjnego:

7-q™ :%.7.q” +%.7.q“1_

Podzielmy réwnanie przez 7-q"*. Otrzymujemy rOwnanie

L.l

6 3

Stad

60> -q—2=0.
Obliczamy wyr6znik: A=1+4-2-6=49.

1 2

Stad q =3 lub ng.

n-1 n-1
Zatem ciag (a, ) ma postac: a, = 7-[— %j lub a, = 7(%) .
1 n-1
Gdy ciag (a,) ma postaé: a, =7 '(— Ej ,to |- =| <1, wiec suma wszystkich wyrazow ciggu

14
e
2

n-1
Gdy ciag (a,) ma postat: a, = 7(%) , to

(a,) jestrowna S =

<1, wigc suma wszystkich wyrazéw ciagu

~

(a,) jestrowna S = =21.

1-—

wN

Zadanie 46.

Znajdujemy ogdlng posta¢ wyrazoéw ciagu (c, ):



74 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom rozszerzony. Zbiér zadan

3
c—a.b - 3n? _ 3n? B n
T An?+2n)(n+1)  4n®*+6n®+2n 6 2
4+—+
—t—
n n

Ciag (gj ma granice rowng 0, natomiast cigg [4+§+%j ma granice rowng 4. Stad,
n n n

z twierdzenia o granicy ilorazu, mamy limc, =0.

nN—o0

Zadanie 47.
i n°+3n n*+7n) | (n3+3n)(n+21)—(n2+7n)(n2+2)_
el P42 n+21 ) now (n2+2)(n+21)
_lim n*+21n°+3n°+63n—n*—7n°-2n°-14n _
N> n®+21n* +2n + 42
1 49
. 14n°+n*+49n : 14+H+F
= lim - - = =14.
oo n’+2In® +2n+42 e, 21 2 42
n n” n’
Zadanie 48.
3_ 2 2
Przeksztalcamy wyrazenie n > n_n :
n“+1 n+3
n® —n? n _(n3—n2)(n+3)—n2(n2+1)_ 2n° —4n?
N+l n+3 (n*+1)(n+3) (0 +1)(n+3)°
Obliczamy granice:
3 4 4
n"|2—— T
_ 2n*-4n? : ( n . 2=
lim > = lim 1 3 = lim 1 3 :1—1:2.
n%’(n +1)(n+3) SRS PP [ PP B I PR | K i
n n n n
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Zadanie 49.

Niech q bedzie ilorazem danego ciagu geometrycznego. Z zalozenia, a, =-/2 oOraz

a,+a, = \/Eq +\/§q2 = %\/E . Otrzymujemy stad réwnanie kwadratowe q° +q —% =0, kto-
rego pierwiastkami sg % [ —g. Pierwsze dwa warunki zadania spetniaja zatem dwa ciagi

(o ilorazach % i —g), lecz tylko szereg geometryczny o ilorazie % jest zbiezny.

Ze wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego otrzymujemy

1
a1+a2+a3+...:\/§1_—l:2\/§.

2

Zadanie 50.
Wprowadzamy oznaczenia: d — przekgtna szescianu, K — przekatna $Sciany sze$cianu.
Poniewaz krawedz wyjsciowego sze$cianu jest rowna X, , zatem
d=+3x, oraz k=-/2x,.

Krawedz drugiego sze$cianu jest rOwna:

X, =d —k =~/3x, —/2x, = (V3= /2 )x,.
Dlugosci krawedzi kolejnych sze$cianow tworza nieskonczony ciag geometryczny (X, ),
w ktorym x, jest pierwszym wyrazem, natomiast x, = x, (v3 —~/2).

Spethiony jest warunek zbieznosci |q| <1.

Obliczamy sumg S = x, + X, + X, +... dlugosci krawedzi tak powstatych szeScianow:

nbe(3-V2) b (3-V2) xf+(V3-v2)

_ X
STI(B-V2) (B2l (B-v2) 1-b-206)  2v6-4
S:xl(1+\/§—\/§X\/6+2) x1(2+\/§+\/5)

2(V6 26 +2) 4 |

xl(2+\/§+x/€)

Suma dtugosci krawedzi wszystkich tak powstatych szescianow jest rowna 2 .
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3.4. Geometria

Zadanie 53.
A

Zadanie 54.

Zauwazmy, ze odpowiednie proste sg rownolegle oraz odpowiednie trojkaty i czworokaty sa
przystajagce. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

F
D
9 7
A B C
Trojkaty ABD i ACE sg podobne, a ich skala podobienistwa jest rowna k = % = % . Zatem
+
AC| 4
|AB| 3
Pole trojkata ACF jest rowne 9+7+9=25, czyli
25="1|ac|[cF|=2|ac)|aB| = L|ac|-3|ac|= 3|acl.
2 2 2 4 8
Zatem |AC[* _8.95.200
3 3
Zadanie 55.
C
Zadanie 56.
I sposob A
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku obok. B 8
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej: cos” o. = 1—% = g .
X
2 2 6
Rozpatrujemy dwa przypadki COsa = 3 lub cosa = 3
C

Wykorzystujemy twierdzenie cosinuséw do wyznaczenia boku

|AC|=x.



II.

3. Rozwigzania

2 :
Dla cosa = 3 otrzymujemy:

x? =36+64—96%=36,

x=6.
Z twierdzenia sinusOw otrzymujemy:
x 6 9 95
R= - = =——=—
2sino ) 5 s
3
Obliczamy pole trojkata i jego obwod:
p:l.4g.£:8\/§’
2 3
L=20.
Obliczamy promien okrggu wpisanego
P 85 45
1 ;10 5
2
Wyznaczamy stosunek promieni:
R_95 5 9
ro5 445 47

2 .
Dla coso = 3 otrzymujemy:

x2:36+64+96%:164,

x=2\/ﬂ.

Z twierdzenia sinusOw otrzymujemy:

X 2\/__ m
2sino ) \/_ 2\/_ 2\/_ 5

R=

Obliczamy obwod trojkata:

L=14+241.

Obliczamy promien okr¢gu wpisanego:

r—i—ﬂ*i/___k/_ V205 .
I
2

Wyznaczamy stosunek promieni:

77
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R 34205 7+441 _ 3Jal(7+41) 21441 +123

ro5  8/5 40 40
Dla trojkata ostrokatnego R = J , hatomiast dla rozwartokatnego R = M
r 4 r 40
II sposéb
: : . 2 5 4
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej: cos” oo =1-— 5 = .
. : 2 2
Rozpatrujemy dwa przypadki: cosa = 3 lub coso = 3"
Wykorzystujemy twierdzenie cosinusow do wyznaczenia boku |AC| =x.
2 :

Dla cosa = 3 otrzymujemy:

2 2

X =36+64—96-§=36,
x=6.
Obliczamy pole trojkata i potowe jego obwodu:
p:l.4g.£:8\/§,
2 3
p=10,
|4B]-|BC|-|AC|
ﬁ_ 4P _|AB|-|BC|-|AC|-p_6.8.6.10_2
r P 4p? 4.64-5 4
p
2 :

Dla cosa = 3 otrzymujemy:

2 2

X :36+64+96-§=164,
x=241.
Obliczamy potowe¢ obwodu trojkata:
p=T+ NZTI
|4B|-|BC|-|AC]
R ap  |4B/|BCAClp 6-8-24a1-(7++/41) 21V41+123
r P 4p° 4.-64-5 40 '

P
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Dla trojkata ostrokatnego R = % , natomiast dla rozwartokatnego R = %
r r

Zadanie 57.

I sposob

Obwdd trapezu L wyraza si¢ wzorem L=a+b+ 2cC.

Trapez jest opisany na okregu, wiec sumy dlugosci jego przeciwlegltych bokow sg rowne.
Oznacza to, ze a+b=2c. Wynika z tego, ze L =4c.

Wyznaczmy dtugos¢ boku c.

. : 91 )
Wiemy, ze promien okregu r = g . Tak wigc wysoko$¢ trapezu h = 2r = +/91.

Rozwazmy trdjkat o bokach dtugosci X, h i ¢, gdzie x = aT_b =3.

Z twierdzenia Pitagorasa mamy

Wynika z tego, ze obwod trapezu L =40.

II sposéb
Obwdd trapezu L wyraza si¢ wzorem L=2a+b+2¢C,
Trapez jest opisany na okregu, wigc sumy dtugosci jego przeciwlegtych bokoéw sa rowne.

Oznacza to, ze @+0=2C_Wynika z tego, ze L =2(a+b).

Wiemy, ze @ =P =6 Wyznaczmy dugosé boku b.

Zauwazmy, ze CSB jest trojkatem prostokatnym oraz r = g jest wysokoscig tego trojkata.
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4 12a B
Wtedy r? :Ea-ib;
2 2

o1 1
2 = Zp(b+6),
;= 0b+6)

b2 +6b—91=0 b>0

_—6-20
-— =
_—6+20
= =

-13,

bl

b, 7.

Tak wigc b=7.
Oznaczato, ze L = 2(2 -7+ 6) =40.

Zadanie 58.

Oznaczmy: [«CDB|=«, |BD|=|DC|=x.

Poniewaz trojkat CDB jest rownoramienny i |BD| = |DC| , |«CBD| = 90°—% .

Katy DBC i DAC sa wpisane w okrag i oparte na tym samym tuku DC, wiec

|«DAC| :900—%.

Katy CDB i CAB sg wpisane w okrag i oparte na tym samym tuku BC, wiec |<)2CAB| =a.

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw w trojkacie DAC:

IDCI’ | DA’ +[CA —2-|DA-[CA cos(goo-%j,

zatem
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X? =57 + 67 —2-5-63in(%).
Korzystamy z twierdzenia cosinuséw w trojkacie DAB:
DB —|DAP +|AB[* - z.|DA4.|AB|cos(9oo+%j,
zatem
X2 =52 + 47 +2-5-4sin[%j.
Tworzymy uktad réwnan:

x2=52+62—2-5-esin[%J

x2=52+42+2~5-4sin(%)

2x2 :2~52+2-62—2‘2~5-65in(%j
3x2 =3-52+3-42+3~2~5-4sin(%j

Dodajac réwnania stronami, otrzymujemy:
5x*=5-5+3-4*+2-6°,
x* =49.
Wobec tego x=7.

Wowczas: 49 =52 +4% +2.5. 4sin| £ , a wiec Sin d =1,Czyli cos| 90°— & =1.
2 2) 5 2) 5

. : : N 24
Z tozsamosci sin® « +cos® a =1 otrzymujemy sm(90° — %) =
. o : IDC| .7
Z twierdzenia sinusow otrzymujemy: ————— = 2R, czyli — =2R.
. s 24
sin{ 90° — — ~—
2 5

3516
24

Promien okregu opisanego na czworokacie ma dtugosc:

81
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Zadanie 59.
Oznaczmy punkt przecigcia si¢ odcinkéw DF i BG jako Q oraz |<)ZABG| =, |<)2DQB| =f,
IDE|=|DG|=x.

Trojkaty ADG i BEF sg przystajace, poniewaz sg prostokatne i majg takg samg przyprostokat-
na (|GD| =|EF

réwnoramiennego).

), naprzeciw ktorej znajduja si¢ rowne katy (katy przy podstawie trojkata

Naszkicujmy wysokos$¢ trojkagta CFG poprowadzong z wierzchotka C — spodek tej wysoko-
$ci oznaczmy jako P.

C

A D E B

Wtedy trojkaty ADG oraz GPC sg podobne, bo ich boki sa odpowiednio rownolegte. Pole
trojkata CFG (podzielonego odcinkiem CP na dwa przystajace trojkaty: CGP i CFP) jest
rowne sumie pol przystajacych trojkatow ADG i BEF, zatem trojkaty ADG oraz GPC sg przy-

stajace. W szczegolnosci |EB| = %|DE| .

Poniewaz |<IEDF| =45°, to sin(«<EDF) = %
Z kolei
DB, L, gx 3

. . . 2 3
i kat jest ostry, wiec Sina = — o0raz CoSa = —.

Vi3 Vi3

Zatem
sing = sin(180° — 45° — &) = sin(135° — &) = sin135° - cos & — 05 135° - sin cx .

J2

Ale sin135° = sin(180° — 45°) = sin 45° = g oraz cos135° = 5 stad

V2 3_[_&} 2 _5/2 526

sing =

2 B | 2 )Ji3 2413 26
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Pozostaje zauwazy¢, ze kat ostry, pod jakim przecinaja si¢ odcinki DF i BG, jest katem przy-
legtlym do kata S, zatem sinus kata ostrego, pod jakim przecinaja si¢ odcinki DF i BG, jest

. 526
rowny .
26

Zadanie 60.

Oznaczmy przez Q i R odpowiednie punkty stycznosci (zobacz rysunek).
D Q C
/ P
KO
A R B

Wowczas odcinki OC i OB zawieraja si¢ w dwusiecznych katow ABC i BCD, a poniewaz
suma tych katow jest rowna 180 stopni, wigc kat BOC jest prosty.

W trojkacie prostokatnym BOC spetniony jest warunek |OP|2 = pg (wysokos$¢ poprowadzona
z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokatng na dwa takie odcinki, ze iloczyn ich

dtugosci jest rowny kwadratowi tej wysokosci). Ale |OP| jest rbwna promieniowi okregu,
zatem |AD| =2/0P|=2,/p-/q .

Z wlasnosci czworokata opisanego na okregu otrzymujemy, ze |AB|+|DC| :|CB|+|AD|, za-
tem

| AB|+|AD|+|DC|+|CB| = 2(|AD| +|CB|) = 2(2\/p/a + p+q):2(\/3+\/a)2.

Zadanie 61.
g . . ... |DF| _|DC|
Trojkat ABF jest podobny do trojkata CDF, zatem zachodzi rownos$¢: —— =-——.
IFB| |AB|
Trojkat EBG jest podobny do trojkata CGD, zatem zachodzi réwno$¢: ||§E|| = |AB||D_C|:|DC| .

Poniewaz |DG|:|BF| i |GB|:|DF

, Z powyzszych dwoch rownosci wynika, ze

|DC| ~ |AB|—|DC|
|AB|  |DC|
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Wobec tego otrzymujemy rownanie:
IDC|* =|AB[" ~|AB|CD.
|A8]

co]’

Dzielac stronami przez |CD|2 , otrzymujemy roéwnanie z niewiadomag
AB[)"_|AB
— | ————-1=0.
CD|) |[cD|

Obliczamy A=1+4=5. Zatem [AB] _1-V5 lub |AB| _1+\/§'

cD| 2 cD| 2
Tylko druga wartos$¢ speinia warunki zadania, zatem % = % .

Zadanie 62.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Teza przyjmuje wtedy postaé b*+2n* =a”+2m”.
Z twierdzenia cosinuséw dla kata o w trojkatach ADC i ABC otrzymujemy
2

m =(%c) +b*—2-1c-bcosa oraz a® =b* +¢* —2bccosa.
Z drugiego rownania otrzymujemy 2bccosca =b?+c¢® —a”. Stad i z pierwszego rownania ma-
my

2_1-2 w2 _1(Rh2.p2_ 252

m’ =zc’+b _Z(b +c’-a )

2_3Rk2 3.2 ,14,2
m Zb—EC‘FZa. (1)

Analogicznie z twierdzenia cosinusoéw dla kata £ w trojkatach BEC i ABC otrzymujemy

2
n’=(4c) +a’-2-3c-acosp oraz b?=a’+c?—2accos .
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Z drugiego rownania otrzymujemy 2accos 3 =a’ +c” —b?. Stad i z pierwszego rOwnania ma-
my

2_1a2 2_1(a2, ~2_R2
n*=4c’+a (a +C b),

4
2_3,2 3 A2,1R2
n“=3a 16c+4b.
2_§2 12 12
n“=ga’ —g5C +4b". 2

Odejmujac stronami rownosci (1) i (2), otrzymujemy

_3p? 1 3 2
m*-n®=2b _EC +ga’—ga’ +160 ——b

2_ 2_1 2_1 2
m”—n _2b 5a

2m? —2n? =b? -a?,
b? +2n% =a® +2m?.

To konczy dowdd.

Zadanie 63.

Katy CDB i CAB sa rowne, gdyz sa wpisane w okrag 0, i oparte na tym samym tuku BC. Po-
niewaz punkty A, B, E sa wspotliniowe, katy EAC i BAC sg rowne. Katy EAC i EFC sg wpi-
sane w okrag 0, i oparte na tym samym tuku EC. Zatem wykazali$my, ze kat EFC jest réwny
katowi CDB. Z zalozenia wiemy, ze zachodzi rownos¢ |<IBFE| = |<):CDB| . Wobec tego

|«BFE| =

F, B, C sg wspotliniowe.

Zadanie 64.

Wspotezynnik kierunkowy prostej o rownaniu %X— y+%: 0 jest rowny % . Wyznaczamy
wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty (1, 3) oraz (3, —1):

3-(-1)
1-3

=-2.

Rownosc (—2) % =-1 $§wiadczy o tym, ze punkt (3, —1) lezy na prostej prostopadtej do pro-

stej danej w zadaniu 1 przechodzacej przez punkt (1, 3).
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Zadanie 65.
I sposob

Figura F jest ograniczona prosta Yy = %X+ 2% oraz tukiem okregu (x+1)° +(y+1)* =25
o srodku S = (~1,—1) i promieniu r =5.

72 0Y

OX

1 1 1 1
0 9 -8 -7

Punktami wspolnymi prostej i okregu sa punkty A= (— 5, 2) i B= (2, 3):
2
(x+1)° +(1x+2§+1j =25,
7 7
X +2x+1+i(x2 +52x+676) = 25,
49

50x2 +150x —500 =0,

x?+3x—-10=0,
x =31 __ 5 iy
2 2
5 .5 2 .5
h==7%3 V2= %43

Zauwazmy, ze pole P figury F jest rowne roznicy pola P, wycinka kolowego o promieniu r
i kacie ASB oraz pola P; trojkata rownoramiennego ASB.

P=R, -P

Przyjmijmy, ze kat ASB ma miar¢ « .
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Pole wycinka kotowego wyraza si¢ wzorem: P, = 71 -

a
360°

W tym miejscu wystarczy zauwazy¢, ze trojkaty AA'S i BB'S, gdzie A'=(-5,-1), B'=(2,-1), to
przystajace trojkaty prostokatne (o bokach 3, 4, 5), wigec z uzupelniania katow przy wierz-
chotku S, kat a jest prosty.

Kat o =90°, tak wigc

Obliczmy teraz dtugos¢ odcinka AB:
|AB| =77 +1? = /50 =5V2.

Trojkat ASB jest prostokatny 1 rtOwnoramienny, wigc jego pole jest rowne

25
P =—.
T2
Z powyzszego wynika, ze pole figury F jest rowne:
P2, B_B
4 2 4

II sposéb

Figure F wyznaczaja koto o $rodku S =(—1,—1) i promieniu r =5 oraz prosta y = %x + 2;.

OX

} f f t
-10 -9 -8 -7

Zauwazmy, ze pole P figury F jest rowne roznicy pola P, wycinka kolowego o promieniu r
i kacie ASB i pola P, trojkata rownoramiennego ASB.
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P=R, -P

Przyjmijmy, ze kat ASB ma miar¢ « .

Pole wycinka kotowego wyraza si¢ wzorem: P, = 7zr? -

a
360°
. : 1 5
Wyznaczmy odlegtos¢ punktu S = (—L —1) od prostej y = 2 X+ 27 .
Przeksztatémy rownanie prostej do postaci ogélnej: x—7y+19=0.
147419 25 52
Ji+49  5/2 2

Zauwazmy, ze dana odlegtos¢ jest polowa dlugosci przekatnej kwadratu o boku

S| =|AB| =5.

Odlegtos¢ punktu S od danej prostej jest rowna:

Oznacza to, ze o =90°.

Tak wigc
Ry = 2572-1 :§72'.

4 4
Trojkat ASB jest prostokatny i rOwnoramienny, wigc jego pole jest rowne

25

P =—.
T2
Pole figury F jest wigc rowne:
P2, B_5_4)
4 2 4

Zadanie 66.
I sposob

Z rownan tych okregéw wnioskujemy, ze okrag 0, ma $rodek w punkcie (0,0) i promien
rowny 1, natomiast okrag 0, ma $rodek w punkcie (6, 3) i promien rowny /5, zatem odle-

glo$¢ migdzy tymi $rodkami jest rowna v6° +3° = 3J5 (tak wiec okregi nie majg punktow
wspolnych), natomiast

| AB |= 35 —1—+/5 = 2/5 —1.

Wynika stad, ze odlegtos¢ srodka S odcinka AB od punktu (0, 0) jest rOwna 2

+1, czyli
J5 +%. Jednoczesnie S lezy na prostej przechodzacej przez oba $rodki okrggow, czyli na

prostej o rOwnaniu Y =%x, zatem jego wspoéirzedne maja postaé [X, %xj Otrzymujemy

stad rGwnanie
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2
x2+£x2:( 5+1j ,
4 2

ktére po przeksztatceniach przybiera postaé
2
1 4 1
x? :4+—+—:(2+—j :
5 5 V5
Punkt S lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspolrzgdnych, zatem jego wspoOtrzednymi sa

1
245

x:2+i oraz y=1+

J5

II sposéb
Z réwnan tych okrggdw wnioskujemy, ze okrag 0, ma srodek w punkcie (0, 0), natomiast
okrag 0, ma srodek w punkcie (6, 3) . Odcinek taczacy punkty A i B lezy na prostej przecho-

dzacej przez te dwa punkty, wyznaczamy wigc rOwnanie tej prostej: y = 1 X.

Punkt A jest wspolny dla tej prostej i okregu 0,, musi zatem spehnia¢ uktad rownan

y=x
2

x> +y?=1

lub — rownowaznie — uktad

.5, 2 . . 1 . 2 1
czyli =x“ =1. x=—=i w konsekwencji y =—. Tak wiec A:(—, —j
4 J5 J5 J5' 5
Podobnie wyznaczamy wspotrzedne punktu B, rozwigzujac uktad rownan

y=x
2

(x=6)*+(y-3)* =5
prowadzacy do rownania kwadratowego x* —12x+32=0, ktorego pierwiastkami s liczby 8

1 4. Pierwsze z tych rozwigzan odrzucamy, gdyz zaden punkt o pierwszej wspotrzednej 8 nie
nalezy do odcinka taczacego punkty (0, 0) i (6,3). Pozostaje zatem x=4 i w konsekwencji

y=2. Tak wigc B=(4,2).

Teraz mozemy wyznaczy¢ $srodek S odcinka AB :

S (%+4 %+2

AR H%%Jﬁ)
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Zadanie 67.
I sposob
Zauwazmy, ze dany okrag ma §rodek w punkcie S = (5, 3) i promien r =3.

Naszkicujmy rysunek w uktadzie wspotrzednych.

Zauwazmy, ze prosta X =0 nie jest styczng, zatem kazda ze stycznych da si¢ opisa¢ réwna-
niem

ax—y=0.
la-5-1-3

Va%+1

Odlegtos¢ kazdej ze stycznych od punktu S jest réwna 3, zatem = 3. Stad otrzymu-

jemy kolejno:
a-5-1-3° =(3\/a2 +1)2,

25a®> —30a+9=9a°+9,

16a® -30a =0,
2a(8a—15)=0.
Stad a=0 lub a:%.
o . 15
Styczne maja réwnania: y =0, y =—X.

8
II sposob
Zauwazmy, ze dany okragg ma srodek w punkcie S = (5, 3) i promien r =3.

Naszkicujmy rysunek w uktadzie wspotrzednych.
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Zauwazmy, ze prosta X =0 nie jest styczng, zatem kazda ze stycznych da si¢ opisa¢ rowna-
niem y = ax.

Zapiszmy uktad réwnan prowadzacy do wyznaczenia punktow wspolnych prostej i okregu:
{(X—S)z +(y-3) =9
y = ax
Po podstawieniu i uporzadkowaniu otrzymujemy rownanie kwadratowe jednej zmienne;j:
(1+a?)x* —(10+6a)x+25=0.

Okrag ma ze styczng jeden punkt wspodlny, tym samym rownanie ma mie¢ jedno rozwigzanie,
zatem wyrdznik otrzymanego trojmianu musi by¢ rdwny 0, czyli:

(10+6a)* —4(1+a?)-25=0.

Po odpowiednim rozwini¢ciu i redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy:

8a(15-8a)=0.
Stad a=0 lub az%.
Styczne majg rownania: y =0, y = % X.
Zadanie 68.
I sposob

Wyznaczamy $rodek i promien okregu O,: S, =(3,0), r,=6.
Wyznaczamy $rodek i promien okregu O,: S, = (O, m), r, = |m| , gdzie m=0.
Okregi majg doktadnie jeden punkt wspdlny, gdy sa styczne.

Sytuacja pierwsza

Okregi styczne zewngtrznie.

S,S,|=1,+1,,

VO+m? =6+|m.
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Przeksztalcamy réwnowaznie rownanie:
9+m? =36+12m|+m?,
12|m| =-27.

Otrzymujemy rownanie sprzeczne.

Zatem, nie istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktorej okregi sg styczne zewnetrznie.

Sytuacja druga

Okregi styczne wewngtrznie.
15,8, =|r— 1,
Vo +m? =[6—|m] .
Przeksztalcamy réwnowaznie rownanie:

9+m? =36-12m/+m?,

12m[ =27,
=23
12 4’

m:g lub m:—g.
4 4

Dla m :% srodek okregu S, = (O,%) :

Wyznaczamy rdwnanie prostej S;S,:

Zatem: y=—%x+%.

Dla m= —% srodek okregu S, =(O,—%J.

Wyznaczamy rownanie prostej S;S,:
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O
I
N lO pNlW

<
Il

I

>

|
g e}

II sposéb
Rozwigzujemy uktad réwnan:

(x—3) +y*=36
x> +(y-m)’ =m

2

x> —6x+9+y°=36

x> +y?—2my+m? =m?
Odejmujac rownania stronami, otrzymujemy:

—6X+9+2my =36,

2my =27 +6X,
y= 27+ bx dla m=0.
2m
Otrzymujemy rownanie:
2
26X+ 94 729+3§4>§+36x _36,
m

Am®x* — 24m>x +36m* + 729 + 324x + 36x> =144m”,
(4m? +36)x? —(24m? —324)x —108m? + 729 =0.

93

Aby okregi byty styczne, rownanie musi mie¢ doktadnie jedno rozwigzanie. Zatem wyr6znik

rownania A=0.

A =576m* —15552m? +104976 — 4(4m” + 36 —108m? + 729)
A =m?(2304m? ~11664)

Otrzymujemy rownanie:

m?(2304m? ~11664)=0

Stad m=0 Iub m? =5~ .
16

m =0 — sprzeczne z zatozeniem
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Zatem m:21 lub m=—21.
4 4

Dla m= 2% srodek okregu S, = (O, 2%)

Wyznaczamy réwnanie prostej S;S, .

Dalsza czg$¢ tak, jak w I sposobie.

Zadanie 69.

Oznaczmy przez C=(X,y) s$rodek odcinka AB. Poniewaz A=(0,0)i C=(xy), to
B =(2x%,2y). Wspoétrzgdne punktu B spetniaja rownanie okregu opisanego w tresci zadania,

czyli (2x—2)2+(2y)2 =4. Po podzieleniu obu stron rownania przez 4 otrzymujemy, ze

wspotrzedne punktu C spetniajg rownanie okregu (X —1)2 +y? =1, co nalezalo wykazaé.

Zadanie 70.

Trojkat ABC jest prostokatny 1 rownoramienny. Pole tego trojkata jest rowne P,g. = % 4.4=8.
Zauwazmy najpierw, ze jesli okrag o $rodku C dzieli trojkat na dwie figury o réwnych polach,
to promien tego okregu jest mniejszy od przyprostokatnej trojkata. Gdyby byt wiekszy, to
wtedy pole czesci ,,wykrojonej” z trojkata przez okrag bytoby co najmniej rowne polu wycin-
ka kota o kacie 45° i promieniu 4, wiec co najmniej rowne %-7[- 4 = 27 . Byloby wiec wick-
sze od potowy pola trojkata. W rezultacie okrag dzieli trojkat na dwie figury, z ktorych jedng
jest wycinek kota o promieniu r i kacie 45°. Pole tego wycinka jest rowne 4.

Ty
4 C
(
K
L
A B X
0 4

Wynika stad, ze cate koto ma pole rowne 8-4=32. Ze wzoru na pole kota otrzymujemy
32 =7r?, skad

Poniewaz punkt C = (4, 4) jest §rodkiem okregu, to rownanie tego okregu ma postac

(x—4) +(y-4) =r2,
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a wigc szukany okrag ma rownanie (X— 4)2 +(y— 4)2 _32 :
r

Zadanie 71.

Zauwazmy, ze odcinki KL i KM sg przyprostokatnymi rozwazanego trojkata.

M OY

Prosta KM jest prostopadta do prostej KL i przechodzi przez punkt K.

Pole trojkata KLM okreslone jest wzorem P = %|KL| | KM

Dtugos¢ odcinka KL jest odlegtoscig punktu L od prostej KM oraz |KM| jest odlegtoscia
punktu M od prostej KL o rownaniu 2x+3y+5=0.

. . 2
Zauwazmy, ze prosta KM jest prostopadia do prostej KL: y = 3 X — > .

3
: , 3
KM ma wigc posta¢ y = §X+b.

Po przeksztatceniu rownania do postaci ogélnej mamy: 3x—2y+2b=0.

Wyznaczmy teraz wspotrzedne punktu L:
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Tak wiec L =(2,—3).
Odleglos¢ punktu L od prostej KM jest rowna

| |:|6+6+2b|:|12+2b|
Jare | V13 |

Okres$lmy teraz wspotrzedne punktu M.

M jest punktem przecigcia prostych: LM: y = —% X +% oraz prostej KM: y = gx +b.

Drugg wspoéirzedng punktu M mozna wyrazi¢ na dwa sposoby: Y= —% X+ > oraz
3

3 7 1
=—X+b.Mozemy wiec zapisat: ——X+==—X+h.
y=3 Y Wike zap 4277272

Tak wiec

1
2% 2 4
7.3 13 13
4 2
o T2 4.1 7,3
413 13 2 13 13

Punkt M ma wigc wspotrzedne 2 ib,lb + 3 .
13 13 13 13

Wyznaczmy odlegltos¢ punktu M od prostej KL: 2x+3y+5=0.

2 4 7 3 4 8 21 9
2:| ———Db|+3:| =b+—|+5 | ———b+—b+—+5
‘ (13 13j (13 13) ‘_13 13013 13" |p+§

J4+9 Vi3 Vi3
Pole trojkata KLM dane jest wigc wzorem:
5 _1 [2b+12] |b+6]

2 V13 13

KM=

Wynika z tego, ze
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2b+6p+6

13
(b+6)* =169,
b?+12b-133=0,
N i Y
2
b, :—12+26:7.
2

Tak wiec prosta KM okreslona jest nastepujagcymi rownaniami: Yy = gx +7 oraz y= g x—19.

Zadanie 72.
Z warunku prostopadtoéci prostych wynika, ze a-(2b—1)+b-(— a) =0. Mozemy zapisaé
réwnanie a(2b—1)—b]=0, ktére jest rownowazne alternatywie:

a=0vb=1

Ale z tredci zadania mamy, ze a > 0.

Dla b =1 rownania prostych przyjmujg postac:

ki ax+y—4a=0,l: x—ay—4=0.

Niech A oraz B bedg punktami wspolnymi prostych odpowiednio k i | z osig Oy. Wtedy
A=(0,4a), B = (O, —~ g) oraz |AB| =

4a+ﬂ
a

Trzeci wierzchotek trojkata jest punktem wspolnym prostych K i I, zatem jego wspotrzedne
ax+y=4a

wyznaczymy, rozwiazujac uktad rownan { a;/ 4 Mnozac drugie z rownan przez licz-
X - =

be —a i dodajac roOwnania stronami, otrzymujemy warunek (a2 +1)y =0. Ostatnia réwno$¢

jest spetniona tylko dla y=0. Wtedy x = 4.

Wida¢ wigc, ze wysokos$¢ poprowadzona na bok AB ma dtugos¢ 4.

. 1 4 . . . .
Prowadzi to do roéwnania 7 da+—|-4 =20, ktore, korzystajac z faktu, ze a jest liczbg do-
a
datnia, mozemy zapisaé w postaci rownowaznej 2a° —5a+2=0. Jego rozwiazaniami s licz-

by a=2 lub a:%.

Zadanie 73.

I sposob
Prosta jest styczna do okregu, gdy posiada z nim jeden punkt wspdlny.

Aby wyznaczy¢ punkty wspdlne prostej i okregu, rozwigzemy uktad rownan.
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y =kx+1
{<x—k>2+<y—l>2 —m
Okrag 1 prosta maja jeden punkt wspdlny, gdy uktad réwnan posiada jedno rozwigzanie:
(x=k)? +(kx+1—=1)*> =m?,
x? —2kx+k? +k?x? =m?,
x2(1+ kz)— 2kx+k? —m? =0.
Roéwnanie kwadratowe z niewiadoma X posiada jedno rozwigzanie, gdy
(—2Kk)" —4(1+k*)(k* —=m*) =0,
aKk* -4 (k> —m? +k* —k’m?) =0,
4k* —4k? +4m* —4K* +4k°m’ =0,
m’ —k* +k’m* =0,

nﬁ@+kﬂ=kﬂ

k* _ 2
1+k?
4
Tak wigc, jesli prosta jest styczna do okregu, to zachodzi réwno$¢ =m?

1+k?

II sposéb

Prosta y =kx+I i okrag (x—k)* +(y—1)* =m? sa styczne, gdy odleglos¢ d migdzy prosta
i srodkiem okrggu S = (k, I) jest rowna dlugosci promienia m.

Wyznaczmy odlegtos¢ punktu S = (k, I) od prostej o réwnaniu kx—y+1=0.
] k-k+(=2)-1+1|
K2+l

Prosta i okrag majg jeden punkt wspolny, gdy d =m:
k-kK+(=1)-1+1
k(D]

k*+1
k 2
=M ,
Vvk? +1
k 4
Z =M
k®+1
4
Tak wigc jesli prosta jest styczna do okregu, to zachodzi rowno$¢ =m?

k? +1
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Zadanie 74.

I sposob

’
’
.

A -

L
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku:

L — $rodek krawedzi AB.
Obliczamy wysoko$¢ podstawy graniastostupa: |LC| = % =3.3.

Przekr6j graniastostupa opisang plaszczyzna jest trojkatem rownoramiennym ABK o polu
15+/3 , zatem otrzymujemy:

%-6-|LK| =153, stad |LK|=5V3.
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkata LCK:
(K[ = (5v3f - (3v3f =48,
ICK|=4+/3.

Rozpatrujemy dwie sytuacje.
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Sytuacja pierwsza: odcinek |CK|= §|CF| :

Zatem |CF|:;4\/§=10\/§.

Obliczamy objetos¢ graniastostupa:

V, = 36[ :104/3 = 270.

Sytuacja druga: odcinek |CK|= §|CF| :
Zatem
5 20
CF|=2.4/3="23.
CF|=3-4/3="43

Obliczamy objetos¢ graniastostupa:

2 =

363 20 J— 180,
4

Objetos¢ graniastostupa jest rowna 180 Iub 270.

II sposéb

Korzystamy z oznaczen na rysunku w [ sposobie.

Niech x =|AK|=|BK|.

Przekroj graniastostupa opisang ptaszczyzng jest trojkatem réwnoramiennym ABK.
Obwdd trojkata ABK jest opisany wyrazeniem 2X+6, a jego pole jest rowne 15+/3 .
Wykorzystujemy wzor Herona:

JIx+3)x=3) =153, stad  x=/84 =2421.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkata BCK:
(CK[* =(2v21] - 67 =48,
CK|=443.

Rozpatrujemy dwie sytuacje.

Dalsza czg$¢ zadania tak, jak w I sposobie.
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Zadanie 75.

Przekr6j graniastostupa prawidtowego szesciokatnego jest szesciokatem wypuktym, sktadaja-
cym si¢ z dwoch przystajacych trapezéw rownoramiennych.

h1

2a

hz

Podstawy trapezoéw maja dlugosci a i 2a. Oznaczmy wysokos¢ trapezoéw jako h, i h,. (Trape-
zy sa przystajace, wiec h, =h, =h).

Pole danego przekroju jest wiec rowne:

P:%(4+8)-h1+%(4+8)-h2 = 6h, +6h, =12h.

Tak wiec
12h =482,
h=4.2.

Objetos¢ graniastostupa dana jest wzorem:

V =

2
R
4

gdzie a jest dtugoscia krawedzi podstawy, a b jest dtugoscia krawedzi bocznej graniastostupa.
Wiemy, ze a =4, tak wigc

V= 6£b 24./3 ..

Wyznaczmy dtugosé b.
Zauwazmy, ze odcinek b jest przyprostokatng trojkata, ktorego druga przyprostokatna X, jest

a\/_

réwna X =2 —— =44/3. Przeciwprostokgtna tego trdjkata ma dlugos¢ 2h = 82,

Tak wiec

b=8v2) —(4v3) = 12848 = 80 = 4+5.
Wyznaczmy teraz objetos¢ graniastostupa:

V =24+/3-44/5 =964/15 .
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Zadanie 76.

Niech N oznacza punkt, w ktorym plaszczyzna zawierajaca krawedz AB przecina prostg CF,
M — $rodek krawedzi AB oraz niech h =|CN|. Na to, aby rozpatrywany przekrdj naszego

graniastostupa byl trapezem, potrzeba i wystarcza, zeby punkt N lezat na zewnatrz odcinka
CF tak, zeby F byt migdzy C i N. Sytuacja, gdy przekroj bedzie trojkatem rownoramiennym,
pokazana jest na rysunku 1., a sytuacja, gdy przekroj jest trapezem — na rysunku 2.

Rys. 1

Speliony musi wige by¢ warunek h>a. Odcinek MC to wysoko$¢ trojkata rownobocznego

a3

0 boku dtugosci a, wige |MC| = — Z trojkata prostokatnego MCN otrzymujemy

__h _h_2n 2 2 25
IMC| a8 a3 ay3 V3 3

Zadanie 77.

I sposob

Poniewaz ptaszczyzny ABC i DEF sa rownolegte, a
ptaszczyzna ABC jest prostopadta do krawedzi AS,
to odlegtos¢ miedzy tymi plaszczyznami stanowi
dhugo$¢ odcinka AD. Oznaczmy ja literg X. Przyj-
mijmy tez oznaczenia jak na rysunku.

Zauwazmy, ze trojkaty ABC i DEF sa jednoktadne.
Jeden z nich jest obrazem  drugiego
W jednoktadnosci o $rodku S, np. trojkat DEF jest
obrazem trojkata ABC w jednoktadnosci o §rodku S
) _SD]  m » , )

i skali — = . Zatem trojkat DEF jest row-

ISAl  m+x

niez podobny do trojkata ABC w tej samej skali.
Stosunek pol trojkatdow podobnych jest réwny
kwadratowi skali ich podobienstwa, wigc




3. Rozwiazania 103

AL
P \m+x)

R
x:mL\E 1}. Q)

Trojkaty SDE i SDF sg przystajace i kazdy z nich jest ,,potows” trojkata rownobocznego
0 wysokosci b i boku dlugosci |SE| =2m. Zatem

Stad otrzymujemy

DE=b=M=mJ§.
| DE| 5

Trojkat SEF jest rownoboczny, wigc |EF|=|SE|=2m. Trojkat DEF jest roOwnoramienny.
Wysokos$¢ h tego trojkata poprowadzona z wierzcholka D jest rOwna

n=oEf - BIEFI) = ((md5)'~(3-2m)" = Vo - =my2,

wigc jego pole P, jest rOwne

P, :%|EF|-h:%-2m-m\/§=m2\/§,

skad
=2
2
Stad 1 z (1) otrzymujemy
VR [B_) YRR
7 \P, 05
II sposob

Poniewaz ptaszczyzny ABC i DEF sg rownole-
gle, a plaszczyzna ABC jest prostopadta do
krawedzi AS, to odlegto$¢ migdzy tymi ptasz-
czyznami stanowi dlugo$¢ odcinka AD.
Oznaczmy ja literg X. Przyjmijmy tez oznacze-
nia jak na rysunku.

Trojkaty SAB i SAC prostokatne, gdyz krawedz
boczna AS jest wysokos$cia ostrostupa opusz-
czong na podstawe ABC. Krawegdz ta jest
wspolng przyprostokatng tych trojkatow . Po-
nadto |<):ASB|:|<):ASC|=60°. Zatem trdjkaty
SAB i SAC sg przystajace i kazdy z nich jest
,polowa” trojkata rownobocznego 0 wysokosci
a i boku dlugosci [SB|=2h. Zatem
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|AB|= a—Zh\/_ hy3.

W trojkacie SBC krawedzie BS i CS majg te¢ samg dlugosé, co wynika z przystawania trojka-
tow SAB i SAC. Ponadto |<):BSC| =60°, wigc trojkat SBC jest réwnoboczny. Zatem

|BC| =|SB| = 2h. Trojkat ABC jest réwnoramienny. Wysokos¢ p tego tréjkata poprowadzona
z wierzchotka A jest rowna

p= e ~(318C)’ = (1B) (320 = o= =2,

wiec jego pole B, jest rOwne

P, :%|BC|- p:%-Zh-h\E: h’J2,

skad

Analogicznie zauwazamy, ze trojkaty SDE i SDF sa przystajace i kazdy z nich jest ,,polowg”
trojkata rownobocznego o wysokosci b i boku dlugosci |SE| =2m. Powtarzajac analogiczne
obliczenia, otrzymujemy

Zatem szukana odleglo$¢ X jest rowna

ien_m_NP P _JR-\P
2R

N

Zadanie 78.

Zauwazmy, ze zarOwno otrzymany przekrdj EFGH,
jak 1 czworokat BCGH sg trapezami o takich sa-
mych podstawach i1 réznych wysokos$ciach. Popro-
wadzmy z wierzchotka H wysokosci HQ i HP od-
powiednich trapezow.

Przyjmijmy oznaczenia:

IGH|=x, |HP|=p, [HQ=

Oczywiscie X € (O, 1).
Witedy
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Pecon = HTX'q '
Stosunek pol obu trapezoéw jest wiee réwny:
1+Xx
Peron :?. P =£=2
Peea 1HX o a4

2

Oznaczmy przez h wysoko$¢ SR $ciany bocznej. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze wtedy

2
h?=1° + 1 =§.St2}d h:ﬁ,
2 4 2

RS BR
Trojkaty BHQ i BSR sa podobne, zatem w szczegdlnosci | | | |

= , CO przy przyjetych
QH|[BQ
oznaczeniach mozna wyrazi¢ w postaci:
Bl
2 __2
qg 1.1,
2 2
J5(1-x) : 20
Zatem q=———2,czyli x=1-—"2.
q y NG

Kat PQH jest rowny katowi nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy, bo odcinki
HQ i PQ sa prostopadte do prostej BC. Zatem jego cosinus jest rowny:

1
2 1
cos(ZPQH )= =45 = .
(4PQH)= 2 - =
2

Korzystajac z twierdzenia cosinusow (dla trojkata PQH), mozemy zapisac, ze

2
p*=q’ +(%) —Zq%-cos(zPQH),

czyli
, 51-xf 1 _B@l-x)1 1 5x*-8x+4
pe = - =
4 4 2 245 4

Poniewaz B=2,t0 p—2:4.
q q

Otrzymujemy zatem rownanie z niewiadomag X:
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5x*> —8x+4
4 . 5x*-8x+4
5x% -10x+5 5x>-10x+5
4

czyli
5x? —8x+4 = 4(5x ~10x +5)

Po redukcji otrzymujemy réwnanie kwadratowe 15x* —32x+16 =0. Poniewaz A =64, to
32-8_24 _4 32+8 40 _4

X =—— X, = >1.
30 30 5° 30 30 3
Zatem
2
4 4 4
Z |5 =] -8-=+4
o s (5) 57" 9 1 95
e 2 4 10 \5 50 °
Uwaga

Ostatni etap rozwigzania mozna przeprowadzi¢ dla zmiennych p, g, a dopiero pdzniej obli-

2
czy¢ X. Poniewaz P_ 2,10 p=2q. Stad, z réwnania p° =q° +(%} -2q -%-COS(LPQH),
q

otrzymujemy réwnanie z niewiadoma Q:

1Y 1 1
42: 2 - _2 N
q Q+(] a5 :

ktére po uporzadkowaniu przyjmuje postac:

6002 +4+/59—-5=0.

Poniewa VA 1645 10 g = ~V5~16¥5 _ V5 o —4/6+165 5
120 6 120 10

J5 f 4[ J5

2q 1 4 5 95

Zatem 2-—=—0raz x=1-—==1-==—.Stad P, -9 - _Z+
=10 J5 5 5o TEeR T T g

3.5. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Zadanie 80.

I sposob

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie trdjelementowe podzbiory (kombinacje) zbioru
{1, 2,...,9} . Jest to model klasyczny.

Wprowadzamy oznaczenia dla zdarzen:

A — wsrdd wylosowanych liczb bedzie liczba 4,
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B — suma wylosowanych liczb bedzie parzysta.

P(AnB) _|ANB|
P(B) B]

Mamy obliczy¢ P(A|B) =

Zdarzeniu B sprzyjajg podzbiory trojelementowe ztozone z trzech liczb parzystych albo zto-
zone z jednej liczby parzystej i dwdch nieparzystych:

o

Zdarzeniu A B sprzyjaja podzbiory trojelementowe ztozone z liczby 4 i dwoch liczb parzy-
stych albo ztozone z liczby 4 i dwoch liczb nieparzystych:

3 5
|Am B|:( j+£ j:3+10:13.
2 2

13
44

Stad
P(A|B) =

13
Odpowiedz: P(A|B)=—.
p (A|B) 2

9
Uwaga: Mozesz obliczy¢ |Q] = [3] =84, nastepnie P(B)= ;_]l- oraz P(ANB)= ;—j

II sposéb

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie trojwyrazowe wariacje bez powtdrzen zbioru
{1,2,...,9} . Jest to model klasyczny.

Wprowadzamy oznaczenia dla zdarzen:

A — wsrod wylosowanych liczb bedzie liczba 4,

B — suma wylosowanych liczb bedzie parzysta.

P(AnB) |ANB]

Mamy obliczy¢ P(A|B) =
P(B) |B|

Zdarzeniu B sprzyjaja wariacje bez powtorzen, ktorych wyrazami sg trzy liczby parzyste albo
jedna liczba parzysta i dwie nieparzyste,

B|=4-3-2+3.4.5.4=264.

Zdarzeniu A B sprzyjaja trojwyrazowe wariacje bez powtorzen, w ktorych wystepuje liczba
4 i dwie liczby parzyste albo liczba 4 i dwie liczby nieparzyste:

|ANB|=3-3-2+3-5-4=78.

Stad

78 13
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13
Odpowiedz: P(A|B)=—.
p (A|B) 2

Uwaga: Mozesz obliczy¢ |} =9-8-7 =504, nastepnie P(B)= % oraz P(ANB)= g

Zadanie 81.
D

Zadanie 82.
C

Zadanie 83.

I sposob

Zacznijmy od wybrania dowolnej cyfry réznej od zera. Mozemy to zrobi¢ na 9 sposobow.
Umie$¢my wybrang cyfre (nazwijmy ja a) na miejscu setek. Teraz — znéw na 9 sposoboéw —
wybieramy drugg cyfre, rézng od a; nazwijmy ja b.

Jak mozemy wypehi¢ miejsca dziesiagtek i jednosci? Pierwszy sposob: na obu tych miejscach
wpisujemy b. Drugi sposob: na miejscu dziesigtek wpisujemy b, na miejscu za$ jednosci wpi-
sujemy a. Trzeci sposdb: na miejscu dziesigtek wpisujemy a, na miejscu jednosci wpisujemy
b. Tak wigc dla kazdego z 9 sposobow wyboru cyfry b mamy 3 sposoby utworzenia liczby
trzycyfrowej spetniajacej warunki zadania.

W ten sposob z zasady mnozenia otrzymujemy odpowiedz: 9-9-3=243.

II sposéb

Zgodnie z warunkami zadania interesujg nas liczby, w ktorych zapisie dziesi¢tnym jedna cy-
fra wystepuje dokltadnie dwa razy, inna — doktadnie raz.

Niech a oznacza niezerowa cyfr¢. Moze ona wystapi¢ dwukrotnie w zapisie liczby trzycyfro-

3
wej na 3 sposoby (liczba kombinacji (ZJ):

Setki Dziesiatki Jednosci
a a
a a
a a

Puste pozycje dziesigtek i1 jednosci mozemy wypehi¢ na 9 sposobdw, bo tyle jest cyfr r6z-
nych od a. Z kolei pozycje setek mozemy wypetic¢ tylko na 8 sposobow, gdyz nie mozemy
tam wpisa¢ cyfry 0. Poniewaz mamy 9 mozliwych wartosci a, tacznie mamy 2-9-9+9-8,
czyli 234 liczby o powtarzajacej si¢ cyfrze roznej od 0 (reguta mnozenia, nastepnie reguta
dodawania).

Para 0-0 moze wystapi¢ tylko w jeden sposob, jako ze 0 nie moze wystgpi¢ na pozycji setek,
na ktdrej moze jej towarzyszy¢ dowolna cyfra niezerowa; mamy zatem 9 mozliwosci.

Lacznie mamy wigc 234 + 9, czyli 243 liczby spelniajace warunki zadania.
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Zadanie 84.

I sposob
W zbiorze A jest n liczb parzystych i n liczb nieparzystych.
Suma czterech liczb naturalnych jest liczbg parzysta, gdy
— jest sumg czterech liczb parzystych
albo
— jest sumg czterech liczb nieparzystych,
albo
— jest sumg dwoch liczb parzystych i dwoch liczb nieparzystych.
Suma czterech liczb naturalnych jest liczbg nieparzysta, gdy
— jest sumg jednej liczby parzystej i trzech nieparzystych
albo

— jest sumg jednej liczby nieparzystej i trzech parzystych.

Stad x=@+[2j@+@=2@{9@
[EI0K)
x—y= 2(2}@@_2@(2) ]

n(n-1)(n-2)(n-3) n(n-1)n(n-1) n-n(n-1)(n-2)

:2. —+ _2.

24 2-2 6

_n(n-1) (n-2)(n-3) n(n-1) n(n—Z)}=

+ J—
12 4 3

'n? -5n+6+3n%—3n—4n? +8n}_ n(n-1) _(nj

=n(n-1
n(n-1) 12 2

II sposob
W zbiorze A jest n liczb parzystych i n liczb nieparzystych.
Suma czterech liczb naturalnych jest liczbg parzysta, gdy
— jest sumg czterech liczb parzystych
albo
— jest sumg czterech liczb nieparzystych,
albo

— jest sumg dwoch liczb parzystych 1 dwoch liczb nieparzystych.

o)

109
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<Gl

Liczba wszystkich czteroelementowych podzbiorow zbioru 2n-elementowego jest rowna

)

Stad

= (5

4 n(n-1)(n-2)(n-3) Lo, n(n-1)n(n-1) ~ 2n-(2n-1)(2n-2)(2n-3)

24 2:2 24
(n-2)(n-3) n(n-1) (2n-1)(2n-3)
:n(n—l)_ 5 + S 5 :|:
'n?-5n+6+3n>—3n—4n’+8n-3| n(n-1) (n
:n(n—l)_ ; }: 5 =(2j.

I1I sposob
W zbiorze A jest n liczb parzystych i n liczb nieparzystych.
Suma czterech liczb naturalnych jest liczba nieparzysta, gdy
— jest sumg jednej liczby parzystej i trzech liczb nieparzystych
albo

— jest sumg jednej liczby nieparzystej 1 trzech liczb parzystych.

)

Liczba wszystkich czteroelementowych podzbioréw zbioru 2n elementowego jest rowna
2n
4]

Stad
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)
_an(2n-1)(2n-2)(2n-3) _, n-n(n-1)(n-2)

24 6
(2n-1)(2n-3) ~ 4n(n-2)

:n(n_l)_ - - }:

4n® -8n+3-4n’+8n| n(n-1) (n
6 2 2)

=n(n-1

N—"

Zadanie 85.

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch dziewczat, za§ B — zdarzenie
polegajace na wylosowaniu dwoch 0sob z tej samej klasy. Mamy obliczy¢ prawdopodobien-
stwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B. Uzyjemy wzoru na
prawdopodobienstwo warunkowe: P(A|B) = % .
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia B.

20
Dwie osoby z klasy IIIA mozna wybra¢ na ( ) j sposobdw, tyle samo jest sposobow wybra-

nia dwoch osoéb z klasy IIIB. Poniewaz wszystkich mozliwych wyboréw 2 oséb sposrod 40
. (40
uczniow jest 5 | to

20\ (20
2) \2) 190+190 38

40 780 78
2

P(B) =(

Obliczamy teraz prawdopodobienstwo zdarzenia AN B, czyli wylosowania dwoch dziewczat
pochodzacych z tej samej klasy.

6
Dwie dziewczeta z klasy IIIA mozna wybrac¢ na (2] sposobow, dwie dziewczeta z klasy I1IB

12
na ” sposobow, zatem

&%)
P(ANB) = 2(402 =78810'
)

Mozemy teraz obliczy¢ zadane prawdopodobienstwo warunkowe:
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81

P(ANB) 780 81

P(B) 38 380
78

P(A|B) =

Zadanie 86.
Niech Q={(x,y):x,y € 1.2,3,4,56}}, zatem |Q)|=36.

Niech A bedzie zdarzeniem: suma kwadratow wyrzuconych liczb przy dzieleniu przez 4 daje
reszte 1. Niech B bedzie zdarzeniem: warto$¢ bezwzgledna réznicy wyrzuconych liczb begdzie

wigksza od 2.
Skorzystamy z prawdopodobienstwa warunkowego:
P(B|A) = PEBNA)
P(A)

Poniewaz suma kwadratéw wyrzuconych liczb przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1, wyrzuco-
no jedna liczbe parzysta i jedng nieparzystg. Zatem |A| =18.

Zdarzenie BN A oznacza, ze jedna liczba jest parzysta, druga nieparzysta i warto$¢ bez-
wzgledna réznicy wyrzuconych liczb jest wigksza od 2.

Wobec tego mamy nastepujace pary: (L4),(16),(2,5),(3,6),(41),(52),(61),(63), czyli
|BNA=8.

Zatem
P(BNA
P(B|A)= (BrA)_BuA_8 4
P(A) A 18 9
Zadanie 87.
P(A'B)=P(B\A)=P(B\(ANB))=P(B)-P(ANB).
Stad

P(AnB) P(B)-P(ANB)
P(B) P(B)

=1-P(A|B)=1-0,386=0,614.
Nalezy zakodowac cyfry: 6, 1, 4.

Zadanie 88.
p(a|B)= ACB)
P(B)
Zdarzenia A'nB, AnB, AN B’ s parami rozlgczne oraz
AUB=(A'NB)U(ANB)U(ANB')i B=(A'nB)U(ANB).

Prawdopodobienstwo sumy zdarzen roztacznych jest réwne sumie prawdopodobienstw po-
szczegolnych zdarzen. Zatem



P(AUB) =P(A'"B)+P(ANB)+P(ANB').

Stad obliczamy P(AnB); P(AnB)=0,3.

Obliczamy P(B):

zatem P(B) =0,7. Stad

P(A|B)=—5>—

P(B)=P(A'nB)+P(ANB),

3.6. Rachunek rézniczkowy

Zadanie 90.

3. Rozwiazania
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Wprowadzamy oznaczenia: a — krawedz podstawy graniastostupa, H — wysoko$¢ grania-

stostupa.

Z warunkow zadania mamy: 6a+3H =12, stad H =4-2a.

Zapisujemy wzOr na objetos¢ graniastostupa:

dla O<a<?2.

2 2
voaV8,, a ‘E-(4—2a),
4 4
v :—§a3+«/§a2 :g(—a3+2a2)

Rozwazamy funkcje f(a)=—a°+2a® okre$lona dla kazdej liczby rzeczywistej a.

Obliczamy pochodna tej funkciji: f'(a) =—3a°+4a.

Znajdujemy miejsca zerowe pochodnej: —a(3a—4) =0,stad a, =0, a, = g :

Ponadto:
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4
e f’(a) >0 dla analezacego do przedziatu (0, gj,

4
e f’(a) <0 w kazdym z przedziatéw (—oo, O) oraz (g, +ooj.

: : : 4\ . . :
Zatem funkcja f jest rosngca w przedziale <O,§> i malejaca w kazdym z przedziatlow

(—0,0) oraz <§ , +oo).
N

Poniewaz V (a):To f(a) dla 0<a<2, to w przedziale (0,2) funkcja V (a) ma ekstre-

mum w tym samym punkcie, w ktorym ma je funkcja f(a). Stad oraz z monotonicznosci
3 4 . L

(wspotczynnik El jest liczba dodatnig) wynika, ze w punkcie a = 3 funkcja V przyjmuje

najwickszg warto$¢.

wl s
wl s

: : : 4
Szukane dtugosci bokow graniastostupa sg wiec réwne: a = 3 H=4-2.

16+/3

Objetosc graniastostupa jest rowna V = 57

Zadanie 91.
A

Zadanie 92.
C

Zadanie 93.
Jest to wyrazenie nieoznaczone typu % Liczba 2 jest pierwiastkiem licznika i mianownika.
Zapisujemy licznik i mianownik w postaci iloczynowej:
x> —4=(x-2)(x+2),
X* +4x-12=(x-2)(x+6).
Obliczamy granice:

X —4 _ (x—2)(x+2):"mx+2_4_1_

li =
X 1 ax—12 XIEZ](X—Z) X

—~
+
(o]

N

)

N

>

+

(o]
|
oo |
|
N |
|
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Zadanie 94.

Zauwazmy, ze

lim 2a’x’ +b*x* lim x*(2a% +b?) 22’ +b’
x>0 a2x2 —b2x> o Xz(az —b2) a’_pb?

Oczywiscie a=b.

2 2
Zatem % =
a —

2, czyli 2a® +b* =2a* — 2b°.
Stad 3b* =0, zatem b=0.

Zadanie 95.
B

Zadanie 96.
A

Zadanie 97.

Wprowadzamy oznaczenia: a — krawe¢dz podstawy, X — krotsza przekatna podstawy, h —
wysokos¢ ostrostupa.

Z warunkow zadania otrzymujemy X+h=9, stad h=9-x.

Zauwazmy, ze 0<X<9.

Poniewaz X =a+/3 , zatem h= 9—a\/§, gdzie 0<a< 3J3.

Objetos¢ tego ostrostupa wyraza si¢ wzorem

=1.6a2\/§h= a’\/3
3 4 2

Objetos¢ ostrostupa przedstawiamy jako funkcje:

V(a)= azf (9—a\/§):%\/§a2 —ga3.

\Y h.

Okreslamy dziedzine funkeji: D, = (0,3/3).
Rozwazmy funkcje f(a)= %\@az _gas ,dla aeR.
Wyznaczamy pierwsza pochodna:

f'(a) =9\/§a—§a2 :%a(Z\@—a) ,

f'(@)=0dla a=0 lub a=23.
Analizujemy znak pierwszej pochodnej:
f'(a)<0 dla ae(—oo,O)u(Z\/é,oo) i f'(a)>0 dla ae(O,Z\/§).
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Uwzgledniajac zatozenie 0<a<3+/3 dla funkcji V opisujacej objetosé ostrostupa, otrzymu-
jemy, ze dla a =2+/3 spelniony jest warunek konieczny i dostateczny istnienia ekstremum.

a (0:243) 243 (2v3:33)
+ 0 -

\ / max \

=

Z monotonicznos$ci funkcji, ktéra zostata zobrazowana w tabeli powyzej, wynika, ze warto$¢
funkcji V dla argumentu a = 2+/3 jest wartoscia najwieksza tej funkcji.

Dla a =243 otrzymujemy
V(23)= 3(vaf -2 (eva) <1843,

Zatem objetos$¢ tego ostrostupa osigga najwicksza warto$¢ rowna 1843, gdy krawedZ pod-
stawy jest rowna a = 24/3.

Zadanie 98.
Definiujemy funkcje f(x) =2x3—3x?—5 okre$long dla x € R. Jest to wielomian, ktory jest
funkcja rézniczkowalna, wigc ciagla. A co za tym idzie, ciagla w przedziale (2, 3> .
f(2)=-1<0,
f(3)=22>0.
Z ciagloscei funkcji f wynika, ze ma ona w przedziale (2,3) co najmniej jedno miejsce zerowe.

Oznacza to, ze rownanie 2x°—3x*—~5=0 ma w przedziale (2,3) co najmniej jedno rozwia-
zanie. Obliczamy pochodng funkcji f:

f'(x) =6x* —6x =6x(x~1),
f'(X)=0<x=01lubx=1, f'(x)>0 w kazdym z przedziatow (—o0,0),(1,+e0).

Stad wynika, ze funkcja f jest rosngca w przedziale (1, +00). W szczegolnosei funkcja f jest

rosngca w przedziale (2,3), czyli rownanie 2x°—3x*-5=0 ma w tym przedziale dokladnie

jedno rozwigzanie.

Zadanie 99.

Skorzystamy z wtasno$ci pochodnej wielomianu: jesli w danym przedziale otwartym pochod-
na jest dodatnia, to funkcja jest w przedziale domknigtym rosnaca.

Obliczamy pochodng funkcji f :
f/(x) =12x® —12kx* +12x —12k .

Rozwigzujemy nierdéwno$¢
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12x° —12kx* +12x—12k > 0.
Rownowaznie,
12(x* +1)(x—k) > 0.
Nierowno$¢ jest zatem spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy X >k, zatem funkcja f jest rosngca

w przedziale <k, + oo) I nie jest rosngca w zadnym przedziale postaci <a,+ oo) dla a<Kk.

Stad odpowiedz: k = 2.

Zadanie 100.

Wobec faktu, ze funkcja wymierna ma pochodng w kazdym punkcie swojej dziedziny (ktora
tu jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych), wartosci najmniejszej lub najwiekszej w prze-
dziale nalezy szuka¢ w punktach z tego przedziatu, w ktoérych pochodna jest rowna 0, lub na
krancach przedziatu.

Obliczamy pochodng funkcji f:

x) = (X+1) (¢ +2x+2) = (x+1) - +2x+2)"  1.(xX*+2x+2)— (x+1)-(2x+2) _
- (X* +2x+2)° - (X* +2x+2)° B

f1(

_ xP+2x
(x> +2x+2)*°
Tak wiec f'(x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x*+2x=0. To ostatnie rownanie ma dwa roz-
wigzania: 0 oraz —2 i oba naleza do przedziatu <— 3, 1> . Najwigkszg lub najmniejszg warto$¢
funkcja f moze zatem przyjaé tylko w punktach: -3, —2, 0 lub 1.

Mozemy teraz podstawi¢ te argumenty do wzoru funkcji i poréwna¢ otrzymane wyniki:

f(-3=-2,
f(-2)=-7,
f0)->.
f(1):§.

Stwierdzamy przez porownanie, ze najmniejszg wartoscig funkcji f w przedziale <— 3, 1> jest

—l najwieksza zas i
5 JWI1eKSZg 5
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4. Wykaz umiejetnosci ogélnych i szczegoétowych
sprawdzanych zadaniami

4.1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne.
Réwnania i nierdbwnosci

Zadanie 1.

Wymaganie ogblne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PR 3.1) Uczen stosuje wzory Viéte'a.
PR 3.2) Uczen rozwigzuje rownania i nierdwnosci liniowe
I kwadratowe z parametrem.

Zadanie 2.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 3.4) Uczen stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielo-
mianu przez dwumian X—a.

Zadanie 3.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegotowe

PR 2.1) Uczen uzywa wzoréw skroconego mnozenia na (atb)’
oraz a’+b’.

Zadanie 4.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PR 3.6) Uczen rozwigzuje rownania wielomianowe dajace si¢
fatwo sprowadzi¢ do réwnan kwadratowych.

PP 5.2) Uczen bada, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geo-
metryczny.

Zadanie 5.

Wymaganie og6lne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PR 1.2) Uczen stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi
oraz wzOr na zamiang podstawy logarytmu.

Zadanie 6.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe

PR 1.2) Uczen stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi
oraz wzor na zmian¢ podstawy logarytmu.

Zadanie 7.

Wymaganie og6lne

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

Wymagania szczegétowe

PR 1.2) Uczen stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi
oraz wzdr na zamiang podstawy logarytmu.
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Zadanie 8.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

PR 2.3) Uczen rozktada wielomian na czynniki, stosujgc wzory
skroconego mnozenia lub wylaczajac wspolny czynnik przed
nawias.

Zadanie 9.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PR 2.3) Uczen rozklada wielomian na czynniki, stosujac wzory
skréconego mnozenia lub wyltaczajac wspolny czynnik przed
nawias.

Zadanie 10.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PR 3.2) Uczen rozwigzuje réwnania i nierownosci liniowe
i kwadratowe z parametrem.

Zadanie 11.

Wymagania ogdlne

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

Wymagania szczegotowe

PR 3.9) Uczen rozwigzuje rownania i nierdwnosci z warto$cig
bezwzgledna, o poziomie trudno$ci nie wyzszym, niz:
|| x+1]—2]=3, |[x+ 3]+x— 5>12.

Zadanie 12.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PR 3.9) Uczen rozwiazuje rOwnania i nierdwnos$ci z warto$cig
bezwzgledna, o poziomie trudnosci nie wyzszym, niz:
| x+1|-2]=3, | x+3|+|x-5]>12.

Zadanie 13.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 3.9) Uczen rozwigzuje rOwnania i nieréwnos$ci z wartoscia
bezwzgledna, o poziomie trudnosci nie wyzszym, niz:

Hx+]1—2‘ >3, [x+3+|x-5/>12.

Zadanie 14.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PR 3.9) Uczen rozwigzuje rownania i nieroOwnosci z wartoscia
bezwzgledna, o poziomie trudnosci nie wyzszym, niz:

[x+1-2/=3, [x+3+x-5/>12.
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Zadanie 15.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PR 3.9) Uczen rozwigzuje rownania i nieroOwnos$ci z wartoscia
bezwzgledna, o poziomie trudnosci nie wyzszym, niz:

Hx +1) —2‘ >3, |x+3+|x-5/>12.

PP 2.1) Uczen uzywa wzordéw skréconego mnozenia na
(a+b)’, a?—b?.

Zadanie 16.

Wymagania ogo6lne

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

Wymagania szczegdtowe

PR 3.1) Uczen stosuje wzory Viéte’a.

Zadanie 17.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegblowe

PR 3.1) Uczen stosuje wzory Viete’a.

Zadanie 18.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PR 3.2) Uczen rozwigzuje rownania i nierbwnosci liniowe
i kwadratowe z parametrem.

Zadanie 19.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PR 3.1) Uczen stosuje wzory Viete’a.
PR 3.2) Uczen rozwigzuje rownania i nierbwnosci liniowe
i kwadratowe z parametrem.

Zadanie 20.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdtowe

PR 3.1) Uczen stosuje wzory Viéte’a.

Zadanie 21.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PR 3.2) Uczen rozwigzuje rOwnania i nierdwnosci liniowe
i kwadratowe z parametrem.

Zadanie 22.

Wymagania og6lne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegétowe

PR 3.4) Uczen stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielo-
mianu przez dwumian x—a.
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Zadanie 23.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PR 3.4) Uczen stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielo-
mianu przez dwumian x—a.

Zadanie 24.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PR 3.4) Uczen stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielo-
mianu przez dwumian x—a.

PR 2.3) Uczen rozktada wielomian na czynniki, stosujac wzory
skréconego mnozenia lub wylaczajac wspolny czynnik przed
nawias.

Zadanie 25.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PR 3.6) Uczen rozwiazuje rOwnania wielomianowe dajace si¢
fatwo sprowadzi¢ do réwnan kwadratowych.

PR 2.1) Uczen uzywa wzordéw skroconego mnozenia na
(aib)s, a®+h®.

PP 3.4) Uczen rozwigzuje rownania kwadratowe z jedna nie-
wiadoma.

Zadanie 26.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PR 3.6) Uczen rozwigzuje rownania wielomianowe dajace si¢
fatwo sprowadzi¢ do rownan kwadratowych.

Zadanie 27.

Wymagania og6lne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PR 2.3) Uczen rozktada wielomian na czynniki, stosujac wzory
skroconego mnozenia lub wytaczajac wspdlny czynnik przed
nawias.

PP 4.3) Uczen odczytuje z wykresu whasnosci funkcji (dziedzi-
ng, zbior wartosci, miejsca zerowe, maksymalne przedziaty,

w ktorych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty,

w ktorych funkcja przyjmuje w podanym przedziale warto$¢
najwieksza lub najmniejszg).

PR 3.7) Uczen rozwigzuje tatwe nierownosci wielomianowe.
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Zadanie 28.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PR 2.2) Uczen dzieli wielomian przez dwumian ax+b.

PR 2.3) Uczen rozktada wielomian na czynniki, stosujac wzory
skréconego mnozenia lub wytaczajgc wspolny czynnik przed
nawias.

PP 4.4) Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje

wykresy funkcji y = f(x+a), y=f(X)+a, y=—"1(x),
y = f(—Xx).

Zadanie 29.

Wymaganie ogbélne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdtowe

PR 3.6) Uczen rozwigzuje rownania wielomianowe dajace si¢
tatwo sprowadzi¢ do réwnan kwadratowych.
PR 2.1) Uczen uzywa wzordéw skroconego mnozenia

na (a+b)’ oraz a® +b°.

Zadanie 30.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PR 2.2) Uczen dzieli wielomian przez dwumian ax+b.

PP 4.10) Uczen interpretuje wspotczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogolnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

4.2. Funkcje

Zadanie 31.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PP 4.10) Uczen interpretuje wspotczynniki wystgpujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogolnej 1 w postaci iloczynowe;j (o ile istnieje).

PR 3.2) Uczen rozwigzuje rownania i nierownosci liniowe

I kwadratowe z parametrem.

PP 2.1) Uczen uzywa wzoréw skréconego mnozenia na

(aib)z, a’?—b?.

PP 3.8) Uczen rozwigzuje proste rOwnania wymierne, prowa-

dzace do réwnan liniowych lub kwadratowych, np. X—t =2,
X+

X

Zadanie 32.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PR 4.1) Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f (x) szkicu-
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je wykresy funkcji Y =|f(X)|, y=cf (x), y=f(cx).

PR 6.4) Uczen postuguje si¢ wykresami funkcji trygonome-
trycznych (np. gdy rozwigzuje nierownosci typu SinXx >a,
cosx<a, tgx >a).

Zadanie 33.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdtowe

PR 6.3) Uczen wykorzystuje okresowos¢ funkcji trygonome-
trycznych.
PR 6.6) Uczen rozwigzuje réwnania i nierownos$ci trygonome-

. 1 . .
tryczne typu sin 2x=5, sin® x+cosx =1, sinx+cosx=1,

c032x<£.
2

Zadanie 34.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PR 6.6) Uczen rozwigzuje réwnania i nierownosci trygonome-

. 1 .
tryczne typu sin 2x=§, sin? x+cosx =1, sinx+cosx=1,

c052x<l.
2

Zadanie 35.

Wymaganie og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PR 4.1) Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje
wykresy funkcji y =|f(X)|, y=c- f(x), y= f(cx).

Zadanie 36.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PP 6.4) Uczen stosuje proste zalezno$ci miedzy funkcjami try-
sina
CoS

gonometrycznymi: sin® o +cos’ o =1, tga =

oraz sin(90°—«a)=cosa .

PR 2.6) Uczen dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia
wymierne; rozszerza i (w tatwych przyktadach) skraca wyraze-
nia wymierne.

Zadanie 37.

Wymagania og6lne

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

Wymagania szczegétowe

PR 4.1) Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje
wykresy funkcji y = [f(x)|, y = c-f(x), y = f(cx).
PR 6.4) Uczen postuguje si¢ wykresami funkcji trygonome-
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trycznych (np. gdy rozwiagzuje nierownosci typu sinx > a,
cosx<a, tgx>a).

Zadanie 38.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PR 6.3) Uczen wykorzystuje okresowos¢ funkcji trygonome-
trycznych.

Zadanie 39.

Wymaganie ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PR 4.1) Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicu-
je wykresy funkcji y=|f(x)|, y=c- f(x), y=f(cx).

PR 6.3) Uczen wykorzystuje okresowos¢ funkeji trygonome-
trycznych.

PR 6.5) Uczen stosuje wzory na sinus i cosinus sumy 1 réznicy
katow, sume i1 rdznicg sinusOw i cosinusow katow.

Zadanie 40.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 6.6) Uczen rozwigzuje rownania i nierdwnosci trygonome-

. 1 . .
tryczne typu sin ZXZE, sin? x+cosx =1, sinx+cosx=1,

c032x<£.
2

PR 6.5) Uczen stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy
katdw, sumy i réznicy sinusOw i cosinusow katow.

Zadanie 41.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe

PR 6.6) Uczen rozwigzuje réwnania i nierownos$ci trygonome-

. 1 . .
tryczne typu sin 2x=5, sin® x+cosx =1, sinx+cosx=1,

c052x<l.
2

PP 3.7) Uczen korzysta z wlasnosci iloczynu przy rozwiazywa-
niu rownan.
typu x(x+1)x—7)=0.

Zadanie 42.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe

PR 6.6) Uczen rozwigzuje réwnania i nierownos$ci trygonome-

. 1 . .
tryczne typu sin 2x=5, sin® x+cosx =1, sinx+cosx=1,
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c032x<£.
2

PP 3.5) Uczen rozwiazuje nierownosci kwadratowe z jedng
niewiadoma.

Zadanie 43.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PR 6.6) Uczen rozwigzuje roGwnania i nierownosci trygonome-

. 1 . .
tryczne typu sin 2x=5, sin® x+cosx =1, sinx+cosx =1,

COS 2X < 1 :
2
4.3. Ciagi
Zadanie 44.
Wymagania ogdlne IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PR 5.3) Uczen rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne
i oblicza ich sumy.
PP 3.8) Uczen rozwigzuje proste rOwnania wymierne, prowa-

dzace do rownan liniowych lub kwadratowych, np. X—Jr; =2,
X+

X—+1=2x

X

Zadanie 45.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PR 5.3) Uczen rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i ob-
licza ich sumy.

Zadanie 46.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 5.2) Uczen oblicza granice ciaggdw, korzystajac z granic
ciggow typu 1/n, 1/ n? oraz z twierdzen o dziataniach na grani-
cach ciggéw.

Zadanie 47.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PR 5.2) Uczen oblicza granice ciggow, korzystajac z granic
ciggow typu 1/n, 1/ n® oraz z twierdzen o dzialaniach na grani-
cach ciggow.
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Zadanie 48.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdtowe

PR 5.2) Uczen oblicza granice ciggow, korzystajac z granic
ciagdw typu 1/n, 1/n? oraz z twierdzen o dziataniach na grani-
cach ciggow.

Zadanie 49.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PR 5.3) Uczen rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne

i oblicza ich sumy.

PP 3.4) Uczen rozwigzuje réwnania kwadratowe z jedna nie-
wiadoma.

Zadanie 50.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 5.3) Uczen rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne
i oblicza ich sumy.

4.4. Geometria

Zadanie 51.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PR 7.5) Uczen znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich
z zastosowaniem twierdzenia sinusOw i cosinusow.

Zadanie 52.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe

PR 8.4) Uczen oblicza odlegto$¢ punktu od proste;.
PR 8.5) Uczen postuguje si¢ rownaniem okregu

(x—a)’ +(y—b)? =r? oraz opisuje kofa za pomocg nierowno-
Sci.

Zadanie 53.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PR 7.4) Uczen rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wy-
korzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich wtasno$ci.

Zadanie 54.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 7.4) Uczen rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wy-
korzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich wlasno$ci
G 10.9) Uczen oblicza pola 1 obwody trojkatéw i czworoka-
tow.
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Zadanie 55.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PR 7.1) Uczen stosuje twierdzenia charakteryzujace czworo-
katy wpisane w okrag i opisane na okrggu.

PR 6.2) Uczen wykorzystuje definicje 1 wyznacza wartosci
funkcji sinus, cosinus i tangens dowolnego kata o mierze wy-
razonej w stopniach lub radianach (przez sprowadzenie do
przypadku kata ostrego).

Zadanie 56.

Wymaganie ogbélne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegétowe

PR 7.5) Uczen znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich
Z zastosowaniem twierdzenia sinusOw 1 twierdzenia cosinu-
SOW.

Zadanie 57.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 7.1) Uczen stosuje twierdzenia charakteryzujace czworoka-
ty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okrggu.

Zadanie 58.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PR 7.5) Uczen znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich
7 zastosowaniem twierdzenia sinusow 1 twierdzenia
cosinusoOw.

Zadanie 59.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PR 7.4) Uczen rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wy-
korzystuje (takze w kontekscie praktycznym) ich wlasnosci.

Zadanie 60.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PR 7.1) Uczen stosuje twierdzenia charakteryzujgce czworo-
katy wpisane w okrag i czworokaty opisane na okregu.

Zadanie 61.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PR 7.4. Uczen rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wy-
korzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich whasnosci.

Zadanie 62.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegétowe

PR 7.5) Uczen znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich
z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinu-
SOW.
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Zadanie 63.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PR 7.1. Uczen stosuje twierdzenia charakteryzujace
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okregu.

Zadanie 64.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PR 8.3) Uczen wyznacza rOwnanie prostej, ktora jest rtowno-
legta lub prostopadta do prostej danej w postaci ogolne;j
I przechodzi przez dany punkt.

Zadanie 65.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PR 8.5) Uczen postuguje si¢ rdwnaniem okregu

(x—a)? +(y—b)? = r? oraz opisuje kola za pomoca nierow-
nosci.

PR .1) Uczen interpretuje graficznie nieréwno$¢ liniowa

Z dwiema niewiadomymi oraz uktady takich nierownosci.
8.6) Uczen wyznacza punkty wspolne prostej i okrggu.

Zadanie 66.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegotowe

PR 8.6) Uczen wyznacza punkty wspolne prostej i okregu.
PP 8.5) Uczen wyznacza wspotrzedne $rodka odcinka.

PP 3.4) Uczen rozwiazuje réwnania kwadratowe z jedna nie-
wiadomg.

Zadanie 67.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PR 8.6) Uczen wyznacza punkty wspolne prostej 1 okregu.
PR 8.4) Uczen oblicza odleglo$¢ punktu od proste;.

PP 3.4) Uczen rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng nie-
wiadomg.

Zadanie 68.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PR 8.5) Uczen postuguje si¢ rownaniem okregu

(x—a) +(y—b)* = r? oraz opisuje kota za pomoca nieréwno-
sci.

PP 7.2) Uczen korzysta z whasnosci stycznej do okrggu 1 wia-
sno$ci okregdw stycznych.
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Zadanie 69.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdlowe

PR 8.5) Uczen postuguje sie¢ rownaniem okregu
2 2 2 . .
(X - a) + ( y- b) =I" oraz opisuje kola za pomoca nierow-

nosci.

Zadanie 70.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe

PR 8.5) Uczen postuguje si¢ rOwnaniem okregu

(x— a)2 +(y- b)2 =r? oraz opisuje kola za pomoca nier6w-

nosci.

Zadanie 71.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PR 8.3) Uczen wyznacza roOwnanie prostej, ktora jest rowno-
legla lub prostopadta do prostej danej w postaci ogdlne;j

i przechodzi przez dany punkt.

PR 3.2) Uczen rozwigzuje réwnania i nierownosci liniowe

i kwadratowe z parametrem.

PR 8.4) Uczen oblicza odleglos¢ punktu od proste;.

PP 8.4) Uczen oblicza wspotrzedne punktu przeciecia dwoch
prostych.

Zadanie 72.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 8.2) Uczen bada rownolegtos¢ 1 prostopadtos¢ prostych na
podstawie ich rownan ogdlnych.

PP 3.4) Uczen ) rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng
niewiadoma.

Zadanie 73.

Wymaganie ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegolowe

PR 8.6) Uczen wyznacza punkty wspolne prostej 1 okregu.
PR 3.3) Uczen rozwiazuje uktady rownan, prowadzace do
rownan kwadratowych.

Zadanie 74.

Wymaganie og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegétowe

PR 9.2) Uczen okre$la, jaka figura jest dany przekroj grania-
stostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.

PP 9.6) Uczen stosuje trygonometri¢ do obliczen dtugosci
odcinkow, miar katow, pol powierzchni i1 objetosci.
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Zadanie 75.

Wymaganie ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PR 9.2) Uczen okresla, jaka figurg jest dany przekrdj grania-
stostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.

G 11.2) Uczen oblicza pole powierzchni i objetos$¢ graniasto-
stupa prostego, ostrostupa, walca, stozka, kuli (takze w zada-
niach osadzonych w kontekscie praktycznym).

Zadanie 76.

Wymagania og6lne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdtowe

PR 9.2) Uczen okresla, jaka figurg jest dany przekrdj grania-
stostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.

Zadanie 77.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PR 7.4) Uczen rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wy-
korzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich wlasnosci.

Zadanie 78.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PR 9.2) Uczen okresla, jaka figura jest dany przekroj grania-
stostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.

PR 7.5) Uczen znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich
z zastosowaniem twierdzenia sinusOw i cosinusow.

PP 3.4) Uczen rozwigzuje réwnania kwadratowe z jedna nie-
wiadomg.

PP 3.8) Uczen rozwiazuje proste rOwnania wymierne, prowa-

dzace do réwnan liniowych lub kwadratowych, np. X—+§ =2,
_l’_
X_+1 =2X.
X

PP 7.3) Uczen rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w kontekstach praktycznych) cechy podobienstwa troj-
katow.

G 10.7) Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

G 10.9) Uczen oblicza pola i obwody trojkatow i czworoka-
tow.

4.5. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Zadanie 79.

Wymagania og6lne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegdtowe

PR 10.2) Uczen oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.
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Zadanie 80.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe

PR 10.2) Uczen oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Zadanie 81.

Wymagania og6lne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdtowe

PR 10.1) Uczen wykorzystuje wzory na liczb¢ permutacji,
kombinacji, wariacji, wariacji z powtorzeniami do zliczania
obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycz-
nych.

PP 10.3) Uczen oblicza prawdopodobienstwo w prostych sy-
tuacjach, stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa.

Zadanie 82.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PR 10.1) Uczen wykorzystuje wzory na liczbe permutacji,
kombinacji, wariacji i wariacji z powtorzeniami do zliczania
obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycz-
nych.

Zadanie 83.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegbtowe

PR 10.1) Uczen wykorzystuje wzory na liczb¢ permutacji,
kombinacji, wariacji i wariacji z powtdrzeniami do zliczania
obiektoéw w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycz-
nych.

Zadanie 84.

Wymagania og6lne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegétowe

PR 10.1) Uczen wykorzystuje wzory na liczb¢ permutacji,
kombinacji, wariacji 1 wariacji z powtorzeniami do zliczania
obiektow w bardziej ztoZzonych sytuacjach kombinatorycz-
nych.

Zadanie 85.

Wymagania og6lne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR 10.2) Uczen oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.
PR 10.1) Uczen wykorzystuje wzory na liczbe permutacji,
kombinacji, wariacji 1 wariacji z powtdrzeniami do zliczania
obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycz-
nych.




132 Egzamin maturalny. Matematyka. Poziom rozszerzony. Zbior zadan

Zadanie 86.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

PR 10.2) Uczen oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Zadanie 87.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdtowe

PR 10.2) Uczen oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Zadanie 88.

Wymagania og6lne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdtowe

PR 10.2) Uczen oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

4.6. Rachunek rézniczkowy

Zadanie 89.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PR 11.4) Uczen korzysta z wlasno$ci pochodnej do wyzna-
czenia przedzialdow monotonicznosci funkcji.

Zadanie 90.

Wymagania ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegotowe

PR11.6) Uczen stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien
optymalizacyjnych.

Zadanie 91.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PR 11.4) Uczen korzysta z wtasnosci pochodnej do wyzna-
czenia przedzialdw monotonicznosci funkcji.

Zadanie 92.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PR 11.1) Uczen oblicza granice funkcji (i granice jednostron-
ne), korzystajac z twierdzen o dziataniach na granicach
i z wlasnosci funkcji ciagtych.

Zadanie 93.

Wymagania ogdlne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegolowe

PR 11.1) Uczen oblicza granice funkcji (i granice jednostron-
ne), korzystajac z twierdzen o dziataniach na granicach
I Z wlasnosci funkcji cigghych.
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Zadanie 94.

Wymagania ogdlne

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdlowe

PR 11.1) Uczen oblicza granice funkgcji (i granice jednostron-
ne), korzystajac z twierdzen o dziataniach na granicach
i Z wlasnosci funkcji ciaghych.

Zadanie 95.

Wymagania og6lne

I1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Wymagania szczegdtowe

PR 11.4) Uczen korzysta z wlasno$ci pochodne;j
do wyznaczenia przedzialdow monotonicznosci funkcji.

Zadanie 96.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PR 11.5) Uczen znajduje ekstrema funkcji wielomianowych
i wymiernych.

Zadanie 97.

Wymaganie ogdlne

I11. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegolowe

PR 11.6) Uczen stosuje pochodne do rozwigzywania zagad-
nien optymalizacyjnych.

Zadanie 98.

Wymagania ogdlne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegotowe

PR 11.4) Uczen korzysta z wtasnosci pochodnej do wyzna-
czenia przedziatbw monotonicznosci funkcji.

Zadanie 99.

Wymagania ogdlne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

PR 11.4) Uczen korzysta z wtasnosci pochodnej do wyzna-
czenia przedzialdw monotonicznosci funkcji.
PR 3.7) Uczen rozwigzuje fatwe nierownosci wielomianowe.

Zadanie 100.

Wymagania og6lne

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegotowe

PR 11.6) Uczen stosuje pochodne do rozwigzywania zagad-
nien optymalizacyjnych.

PP 3.4) Uczen rozwiazuje rOwnania kwadratowe z jedng nie-
wiadomg.






